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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Предлагаемая книга предназначается для читателей, знако-

знакомых с принципами нерелятивистской и релятивистской квантовой

механики, а также с принципами квантовой статистики и желаю-

желающих основательно ознакомиться с применением их к явлениям

столкновений различных частиц—электронов, нейтронов, атом-

атомных ядер и ионов—друг с другом. Классическая механика описы-

описывает эти явления в очень грубом приближении. Квантовая меха-

механика в принципе позволяет решать соответствующие вопросы

несравненно точнее и, в частности, учесть ряд особенностей,
связанных с тождественностью сталкивающихся частиц.

Авторы книги известны своими оригинальными работами
в этой области. В частности, Мотту принадлежит ряд результа-
результатов, относящихся к влиянию «спина» при столкновениях электро-
•'••>в с атомами или друг с другом, а Месси—ряд результатов,
-носящихся к столкновениям между относительно сложными
..ч щами—атомами и молекулами.
Настоящий перевод выполнен со второго издания (первое
ч«ие книги вышло в 1934 г., а ее русский перевод—в 1936 г.).

.
So втором издании содержится ряд дополнений, учитываю-
развитие теории и эксперимента за истекшие 17 лет. В част-

: систематически изложены вопросы ядерных столкновений,
.jjiieHHO не рассмотренные в первом издании. Они затраги-

затрагиваются в гл. VIII в связи с методом «комплекса сталкивающих

частиц», или так называемого «составного ядра»1), а также

с методом «переходных состояний», и наиболее подробно в гл. XIII.
К сожалению, некоторые последние вопросы, в особенности свя-

связанные с прохождением нейтронов через вещество, рассмотрены
далеко не полно. Кроме того, автор игнорировал по этому вопросу

значительную часть советских работ, освещение которых чита-

читатель может найти в монографии Ахиезера и Померанчука «Неко-

«Некоторые вопросы теории ядра».
В гл. XV авторы исследовали некоторые проблемы, связан-

связанные с применениями релятивистской теории, в частности, к про-

процессам, в которых участвуют позитроны или фотоны.

В литературе применяется также термин «компаунд-ядро».



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

При изложении ряда вопросов авторами допущены некоторые
неточности. Следует отметить, что в некоторых главах книги

изложение загромождено излишними вычислениями. Мы счи-

считали своим долгом до некоторой степени восполнить эти про-

пробелы соответствующими примечаниями.
Книга в целом представляет несомненный интерес, в частности

в ней сравнительно подробно изложены методы расчета эффек-
эффективных столкновений разного рода (упругих и неупругих, сопро-
сопровождающихся перестройкой сталкивающихся систем или их пере-

перезарядкой и т. д.), имеющих большое значение при изучении

вопросов, связанных со строением вещества.

Член-корреспондент АН СССР

Я. Френкель.



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Со времени опубликования первого издания этой книги теория
атомных столкновений развивалась главным образом в напра-
направлении ее приложения к вопросам ядерной физики. В области

изучения неядерных явлений столкновения за это время также
был достигнут значительный прогресс. В настоящее время
в таких областях исследования, как астрофизика, физика Солнца
и физика верхних слоев атмосферы, оказывается необходимым
иметь надежные сведения о скоростях различных процессов столк-

столкновений. Обзор таких сведений, совместно с подробным рассмо-
рассмотрением современных данных о ядерных столкновениях, потре-
потребовал бы написания чересчур объемистой книги. В этом, втором
издании нашей книги мы решили поэтому ограничиться в пер-
первую очередь изложением новых работ, посвященных изучению

ядерных столкновений, и рассмотрением современного состояния

некоторых общих теоретических вопросов. Более подробно иссле-

исследован вопрос о релятивистском рассеянии, не сопровождающемся
излучением, а также вопрос о применимости различных прибли-
приближенных методов и численных методах решения некоторых задач.
Мы не пытались рассмотреть более подробно вопросы, касаю-

касающиеся атомных (неядерных) столкновений, за исключением тех

случаев, когда это давало возможность непосредственной про-
проверки каких-либо теоретических положений. Глава, посвященная

обсуждению столкновений электронов с молекулами, в этом изда-

издании нами полностью опущена.
Для того чтобы удовлетворить растущую потребность в све-

сведениях как экспериментального, так и теоретического характера
о скоростях различных атомных (неядерных) процессов столкно-

столкновений, в настоящее время предпринято издание второй книги—

«Электронные и ионные процессы столкновений»,—которая
является не чисто теоретической, но содержит также описание

экспериментальных методов исследования. Эта книга написана

одним из авторов совместно с доктором Берхопом. Мы ссылаемся

на эту новую книгу повсюду, где нам представляется необходи-
необходимым обратить внимание на существование специального пособия
по этим вопросам.



ВВЕДЕНИЕ

Многие из наиболее существенных успехов современной фи-
физики были достигнуты в результате изучения поведения пучков
заряженных частиц. Исследования Томсона и других авторов
в области катодных лучей привели к открытию электрона и опре-
определению отношения его заряда к массе. С помощью аналогичных

методов Кауфману удалось продемонстрировать наличие реля-
релятивистского изменения массы со скоростью, а усовершенствование
этого метода Астоном дало возможность изучить дефекты мас-

атомов.

Эти опыты дали нам сведения о природе самих заряженных
частиц. Когда природа этих частиц была понята, пучки заря-
заряженных частиц оказались наиболее удобным орудием исследо-
исследования атомной структуры. Наиболее ценные в этом отношении

сведения могут быть получены в результате бомбардировки
вещества, обычно газа или тонкой фольги, при таких условиях,
когда очень немногие из падающих частиц испытывают эффек-
эффективные столкновения больше, нежели с одним атомом. При этих

условиях рассеяние называют «однократным». В этом случае
оказывается возможным исследовать энергию и угловое распре-
распределение рассеянных частиц или же излучение, испускаемое атомом.

Наиболее ранним, опытом этого типа явился опыт Резерфорда,
подвергшего тонкую металлическую фольгу бомбардировке пото-

потоком а-частиц. Из соотношения между числом рассеянных частиц
и толщиной фольги Резерфорду удалось показать, что в условиях
опыта имело место однократное рассеяние; изучение изменения

рассеяния с изменением угла привело его, далее, к утверждению
о той, что в центре атома находится тяжелое ядро. Дальнейшие
усовершенствования этого метода привели к открытию аномаль-

аномального рассеяния и искусственномуХразложению ядер; этот метод

оказался также одним из наиболее пригодных для исследования

структуры ядра.
Опыты по бомбардировке атомов электронами с заданной

энергией, осуществленные Франком, Герцем и другими исследо-
исследователями, дали наиболее непосредственное доказательство суще-
существования стационарных состояний, постулированных Бором
в 1913 г.
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Оказалось возможным измерить наименьшую энергию, необ-

необходимую для возбуждения атома до состояния, в котором он

может излучать, а также исследовать распределение скоростей
электронов после столкновений и показать, что при рассеянии
электроны либо не теряют энергии, либо потеря ими энергии
превышает первый резонансный потенциал.

Во всех этих опытах внимание исследователей привлекал
в основном атом, а не сталкивающаяся с ним частица. Ведь
именно атом обладает планетарной структурой, существует в ста-

стационарных состояниях и обладает способностью к излучению.
Если считать эти факты установленными, то сталкивающаяся

частица ведет себя так, как этого и следовало ожидать, и является

очень удобным орудием исследования. Теоретические работы вплоть

до последнего времени касались поэтому в основном изучения
стационарных состояний атомов. Точные и подробные данные
об энергиях этих состояний были получены в результате развития

спектроскопических методов исследования.
Имели место также и попытки определения теоретических

значений вероятности потери энергии частицей при столкнове-
столкновении. Так, например, в 1911 г. Бор предложил полуклассическую
теорию потери энергии электронами и а-частицами при прохо-
прохождении их через вещество; при этом было получено "выражение,
определяющее тормозную способность вещества и находящееся

в качественном согласии с опытными данными. В 1923 г. Кра-
Крамере дал теорию излучения частицей при ее столкновении

с неподвижной мишенью. Эти формулы, хотя и весьма удобные
при анализе экспериментальных данных, лишены, однако,

сколько-нибудь надежного теоретического базиса.

Одним из успехов новой квантовой теории является то обстоя-

обстоятельство, что она способна однозначным образом отвечать на

вопросы, связанные с определением вероятностей и интенсивностей

при рассмотрении различных вопросов теории столкновений.

Первое указание на недостаточность классической механики,
дополненной квантовыми условиями, было получено в результате
работ Рамзауера, показавшего, что для некоторых атомов эффек-
эффективное сечение столкновений с медленными электронами во много

раз меньше, нежели газокинетическое сечение. Основной экспе-

экспериментальный материал, свидетельствующий о справедливости
новой l теории, был получен, однако, уже после ее построения,
причем его накопление до некоторой степени стимулировалось
последней. Так, например, работы Девиссона и Джермера, Том-

сона и многих других авторов, посвященные изучению диффрак-
ции электронов кристаллами, дают ясное доказательство вол-

волновой природы электрона. Богатый экспериментальный материал,
касающийся диффракции электронов на атомах и молекулах газов,
по большей части также может быть объяснен вполне ужовлетво-
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рительным образом. Имеются также некоторые указания на воз-

возможность подтверждения принципа Паули на основании данных

о явлениях столкновения.

Новая теория не только объясняет эти новые и до некоторой
степени удивительные явления, но дает также формулы, опре-
определяющие тормозную способность различных материалов для
а- и рт-частиц, значения газокинетических сечений атомов,
а также многие другие величины, которые пыталась оценить

классическая теория. Формулы, даваемые квантовой теорией,
находятся обычно в лучшем согласии с опытными данными,

нежели формулы прежней теории; некоторые расхождения между
теорией и опытом обусловлены, по всей вероятности, скорее

приближенностью математических методов решения задачи, чем

недостатками самой теории.

Изложив в гл. I методы новой квантовой теории, мы применим
затем эти методы к исследованию задач о столкновениях между

различными частицами и покажем, что они приводят к согласию»

с полученными опытными данными.



Глава I

ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ

§ 1. Волновая функция

В этой главе мы сформулируем законы волновой механики

не в их наиболее общей форме, применимой к любой сложной
системе частиц, но в более простом виде, пригодном лишь для

изучения движения отдельной заряженной частицы в некотором
силовом поле. Излагаемые при этом соображения могут быть
использованы также и при анализе экспериментальных данных,
относящихся к поведению пучка электронов, при условии, что

взаимодействием между различными электронами в этом пучке
можно пренебречь, т. е. в предположении, что каждый электрон
ведет себя так, как если бы остальных электронов не существо-
существовало. В действительности это могло иметь место, конечно, лишь

в том случае, если плотность заряда в пучке была исчезающе
малой.

Мы установим законы волновой механики с целью их приме-
применения к задачам, связанным с изучением движения свободного

электрона; так как опыты такого рода производятся обычно
с пучками электронов, мы сформулируем прежде всего законы,

характеризующие поведение стационарных электронных лучков.
Эти законы могут быть найдены следующим образом. Когда
наблюдаем электрон, мы имеем дело с электроном, как с части-

частицей (вспышка на экране, отброс счетчика Гейгера). Если мы хо-

хотим, однако, знать, сколько электронов находится в некотором
объеме или же сколько электронов вблизи данной точки про-
проходит за единицу времени через единицу площади, мы должны

сделать предположение о наличии некоторой волны (волны Де
Бройля). Амплитуда и фаза этой волны в данной точке в данный
момент времени определяются как некоторая (комплексная) функ-
функция положения <]> (х, у, z; t) (волновая функцияI. Наличие такой
«волны» обнаруживается следующим образом: если йт —элемент

объема, содержащий точку (х, у, z), то вероятность нахождения

электрона в момент t в элементе объема di равна

у, z; t)\*dz.

') х, у, z—декартовы координаты, взятые по отношению к некоторым
неподвижвым осям; t—время.



ГЛ. I. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ

Среднее число электронов в объеме т, достаточно большом, чтобы

содержать большое, количество электронов, равно в таком случае .

\<Ь(х, у, z; t)\*dr,

интегрирование производится здесь по объему т. Следует под-

подчеркнуть, что речь идет о вероятности, относящейся к результа-
результатам возможных опытов; величина | ф |2 dt определяет вероят-
вероятность того, что электрон был бы найден в элементе объема d?

при осуществлении соответствующего опыта.

Число электронов, проходящих за единицу времени - через

единицу площади, будет определено нами несколько дальше

[уравнение A.18)).
Покажем теперь, как вычисляется волновая функция ф, даю-

дающая правильное описание поведения пучка электронов в любом

данном опыте; метод вычислений будет, конечно, зависеть от

характера рассматриваемого опыта. Можно различать два типа

опытов: 1) опыты, при которых мы имеем дело со стационарным
потоком электронов, например с катодными лучами в хорошо
откачанной разрядной трубке, и 2) опыты, при которых интен-

интенсивность потока электронов меняется во времени. К опытам вто-

второго типа относится исследование поведения электронов в раз-

разрядной трубке в первый момент включения тока (см. § 8).

§ 2. Волновая механика стационарных

пучков электронов

Рассмотрим прежде всего вопрос о поведении стационарных
пучков электронов. В этой главе мы ограничимся формулировкой
нерелятивистской теории, справедливой лишь в том случае, когда

скорость электронов мала по сравнению со скоростью света.

Траектория электронного пучка определяется условиями опыта.

Если мы хотим найти эту траекторию, то должны вычислить

функцию ф; величина |ф|2 будет равна при этом числу электро-
электронов в единице объема вблизи данной точки. Таким образом, если

условия опыта заданы, то мы должны определить значение | ф |
в любой точке пространства.

Предположим, например, что пучок электронов, обладающих
данной энергией, проходит через щель S в хорошо откачанный

сосуд, где благодаря наличию электрического поля электроны
движутся по криволинейным траекториям. Зная условия опыта,
мы должны вычислить функцию | ф |2; если наши правила вычи-

вычисления | ф |2 являются верными, то при этом должно оказаться,

что вне области нахождения электронов величина | ф |2 обращает-
обращается в нуль, внутри же этой области она равна наблюдаемой
плотности электронов.
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Определим прежде всего значения длин волн при данных

условиях опыта. С этой целью можно использовать непосредст-
непосредственно экспериментальные данные [1]; изучение диффракции элек-

электронов кристаллами показывает, что если электроны приобретают
ускорение под действием некоторого заданного электрического
поля, то длина X соответствующих волн определяется формулой

где W— кинетическая энергия отдельного электрона. Это же со-

соотношение было получено в 1925 г. Де Бройлем на основании

теоретических соображений.
Энергия электрона W может быть измерена непосредственно,

так как — W/e представляет собой падение потенциала между
источником электронов, где они приближенно могут считаться

неподвижными, и той точкой, в которой измеряется длина волны.

Для рассмотренного выше опыта должно иметь место следующее
соотношение:

W=W0-V(x, у, z),
где Wo — кинетическая энергия электронов при прохождении их

через щель S, а V (х, у, z) — потенциальная энергия электрона в

точке (х, у, z), причем V = — еФ(х, у, z), где Ф — электростати-
электростатическая разность потенциалов между S и точкой (х, у, z). Для
опытов такого типа длина волны может быть определена, таким

образом, в любой точке пространства. Эти результаты становятся,
однако, несправедливыми, если градиент потенциала столь велик,

что W претерпевает заметное изменение на расстоянии порядка
длины волны (~ 10~8 см). С подобного рода полями мы имеем

дело только во внутриатомных областях.

Для определения волновой функции нужно знать также так

называемые «граничные условия». Последние зависят исключи-

исключительно от рассматриваемых условий опыта; в описанном выше

опыте граничные условия заключаются в задании состояния

волны на поверхности щели, т. е. задании длины волны, ее ам-

амплитуды и фазы на этой поверхности. Все эти величины, за

исключением фазы, определяются условиями опыта; что же ка-

касается фазы, то ей может быть приписано любое значение, так

как оно не повлияет на величину | ф |; из аналогии с другими
типами волновых процессов ясно, что эти условия являются до-
достаточными для определения волны во всех точках пространства.

Для вычисления функции ф мы должны знать, далее, ^оляовое
уравнение, которому она удовлетворяет. Любая монохроматиче-
монохроматическая система волн в однородной изотропной среде должна удо-
удовлетворять уравнению
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где к —длина волны. Если среда неоднородна, так что X являет-

является функцией положения, то амплитуда волны будет удовлетво-

удовлетворять этому уравнению приближенно при условии, что на рас-
расстоянии порядка /. изменение l мало. Подставляя в это уравнение
экспериментальное значение }.

-

:
h

'* ~~

V2m(W0—V)
'

получаем волновое уравнение

= 0, A.2)

называемое волновым уравнением Шредингера.
Поставленное выше условие, согласно которому на расстоянии

порядка /> величина к не должна претерпевать заметных измене-

изменений, может быть записано в виде

|gradF|/. «W. A.3)

Это неравенство удовлетворяется, очевидно, для всех макроско-
макроскопических полей. Можно показать, что в этом случае уравнение

Шредингера дает для пучка электронов те же результаты, что

и механика Ньютона.

Действительно, если пучок волн движется в среде с перемен-
переменным коэффициентом преломления [*, то его траектория криволи-
криволинейна; радиус кривизны R в любой точке траектории определя-
определяется при этом хорошо известной формулой

1 д

Коэффициент преломления (х представляет собой, как известно,

отношение длины волны в рассматриваемой точке к длине волны

в отсутствие внешних сил; в нашем случае

и, следовательно,

Согласно механике Ньютона, произведение массы т на ускорение
v2/R, нормальное к траектории электрона, должно, однако, рав-

SV „

няться —-д—,. т. е. составляющей внешней силы в нормальном

направлении. Подставляя
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получаем уравнение A.4). Как волновая, так и классическая

механика в данном случае приводят, таким образом, к одина-

одинаковым результатам.
Волновая механика приводит к результатам, отличным от клас-

классических только в том случае, когда она применяется для опи-

описания движения электронов в сильных полях, существующих

внутри атомов. Прежде чем применять уравнение Шредингера
A.2) для решения задач такого рода, мы должны остановиться

на рассмотрении двух вопросов. Во-первых, потенциальная энергия

электрона V (х, у, z), в точке (ж, у, z) в этом случае уже не

может быть определена экспериментально. Согласно принципу не-

неопределенности, скорость электрона, наблюдаемого в точке (ж, у, ъ),
неизвестна; изменение V (ж, у, z) кинетической энергии электрона

цри его переходе из свободной от сил области пространства в

точку (ж, у, z) не является, следовательно, экспериментально на-

наблюдаемой величиной. О смысле функции V (х, у, z) можно

поэтому сказать лишь следующее: если мы подставим эту функ-
функцию в уравнение Шредингера, то получим результаты, находя-
находящиеся в согласии с опытом. Конечно, если мы хотим описать

движение электрона в поле ядра, обладающего зарядом Е, то

мы воспользуемся прежде всего кулоновой формой потенциала

V(x, у, z)=-4e,
так как именно в этой форме определяется потенциальная энергия
одного макроскопического заряженного тела в поле другого такого

тела. Подобный выбор функции У(г) оправдывается, однако, лишь

тем обстоятельством, что он приводит к результатам, согласую-
согласующимся с опытными данными; априори мы не имеем сведений о том,

является ли такая форма потенциала правильной, так как V (г)
не есть величина, измеряемая на опыте1).

Остается теперь выяснить, является ли уравнение A.2) при
любой форме функции V тем уравнением, с помощью которого
может быть описано движение в атомных полях. Мы видели, что

это уравнение, так же как и вероятностная интерпретация функ-
функции <J> (при условии, что речь идет о движении электронов в ме-

медленно меняющихся полях), основано на опытных данных по

диффракции электронов кристаллами. Предположение о возмо-

возможности применения этого уравнения для исследования 'законов

движения в атомных полях является принципиально новым. Такое

предположение можно будет считать оправданным, разумеется,
только в том случае, если оно приведет к результатам, находя-

') Авторы дают, здесь не вполне четкую формулировку соотношений не-

неопределенностей; правильное изложение этого вопроса читатель может найти

в книге Блохинцева «Основы квантовой механики» [5]. (Прим. ред.)
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щимся в согласии с опытом. Простейший способ проверки теории —

выяснить, обеспечивает ли она выполнение условия сохранения

заряда, согласно которому число электронов, попадающих в не-

некоторый замкнутый объем, равняется в среднем числу электро-
электронов, покидающих этот объем. В дальнейшем мы убедимся в том,

что это условие выполняется (см. § 7).
Волновое уравнение Шредингера является, таким образом,

простейшим волновым уравнением, которое: 1) дает длину волны

Де Вройля в случае медленно меняющихся полей; 2) обеспечи-

обеспечивает сохранение заряда для любых полей.

§ 3. Примеры волновых функций, описывающих стационарные

пучки электронов. Бесконечная плоская волна

Бесконечно широкий пучок электронов, движущихся слева на-

направо вдоль оси z, может быть описан с помощью волновой

функции х)

ф = 4ехр21иЛ|—vf), A.5)

где к— длина волны, равная

~

-

h

(W — кинетическая энергия), v —частота, причем (см, § 8)
W

\1 • ;

h
'

Число электронов в единице объема равно АЛ*, а число элек-

электронов, проходящих за единицу времени через единицу площади,
перпендикулярной к оси z, равно АА*в, где v определяется
соотношением

т&
ту

2
— УУ ¦

§ 4. Пучок электронов в отсутствие внешних сил

Рассмотрим пучок электронов, образующийся в результате
прохождения электронов через круглое отверстие радиуса а, име-

имеющееся в некотором экране. Начало координат выберем в центре
отверстия, оси х и у расположим в плоскости экрана (фиг. 1)>
Электроны будут в таком случае двигаться вдоль оси z. Построим
нашу волновую функцию ф путем суперпозиции плоских волн

1) Часто оказывается удобным опускать временной множитель и запи-

записывать волновую функцию в виде Л2п*г'л
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длиной >м распространяющихся в направлениях, почти параллель-
параллельных оси z, таким образом, чтобы в плоскости ху она была от-

отлична от нуля лишь в области, занимаемой отверстием. Урав-
Уравнение плоской волны, распространяющейся в направлении,

Фиг. 1.

определяемом полярными углами1) аир, имеет вид

¦ A exp -jp (z cos а 4- х sin а cos J3 + у sin а sin J3) .

Отсюда следует, что наша волновая функция Ь должна иметь

<]> = \ \ А (а, Р) exp -^- (z cos a -f- ж sin а cos $ + y sin а sin C) da dp,

A.6)
причем А (а, C) должно быть выбрано таким образом, чтобы <1>

обращалось в нуль во всех точках плоскости ху, за исключением

области, занимаемой отверстием. Переходя к сферическим коор-
координатам (г, 6, <f), имеем

i = U,4(a, Р) ехр { -^ г [cos 6 cos a + sin 6 sin a cos (<p — P)] j da d$.

Из соображений симметрии ясно, что Л зависит только от а;

выполнив интегрирование по р, получим

те/2

>>=s2jf \ Л(а)йаехр T-^cos6cos a J /й Г—^-sin6sina J , . A.7)
i О

где /„ — функция Бесселя.

1) Если I, т, п—направляющие косинусы, то имеем l=sma'cos {&,
i=sin о sin ji, n= coso,

H. Мотт и Г. Месси



18 ГЛ. I. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ

Для нахождения А (а) предположим, что в плоскости ху, т, е.

при 6 = тс/2, i|» равно некоторой заданной функции/(/•); мы имеем

в таком случае

я/2

/(/•)= 2л ^j A (a) /0(^ sin a) do.. A.8)
о

Л (а) может быть определено с помощью этого интегрального
уравнения.

Простейшая возможная форма функции / (г) имеет вид

f(r) = Be-r2'a2. A.9)

В действительности функция f(r) должна была бы носить более

сложный характер, оставаясь постоянной внутри отверстия (при
г < а) и спадая некоторым неправильным образом до нуля на его

границах. Мы выберем, однако, функцию /(/•) в простейшей фор-
форме A.9), так как в этом случае оказывается возможным точное

решение уравнения A.8). Положим

А (а) = Се- <sina/<.J sin а cos Я;

где

Уравнение A.8) будет при этом удовлетворяться х), если мы заменим

верхний предел интегрирования на с»
, что возможно, поскольку

о< 1.
Остается теперь проинтегрировать выражение A.7). Так как

численное значение интеграла A.7) определяется в основном ма-

малыми значениями а, можно заменить его интегралом вида

о

равным

J jexp^J.
A.10)

J) Мы воспользуемся формулой \ JB (at) e~'2/°2 tdt =
у

о*е 4

(см. книгу Ватсона [2]).

- 4- в2»2
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Это выражение и представляет собой искомую волновую функ-
функцию. Число частиц в единице объема равно | ф |2; при больших г

оно стремится к

/СХ\2 Г 2si

(Т) ехр(
т. е. становится равным

{ 2

expv
Тем самым показано, что имеет место диффракция пучка.

§ 5. Одномерные задачи

Предположим, что пучок электронов, аналогичный рассмот-

рассмотренному выше, движется вдоль оси z и попадает в поле, меня-

меняющееся только в направлении этой оси, так что потенциальная

энергия электрона V зависит только от z. Задача заключается в

исследовании движения пучка в таком поле.

При решении задач такого рода зависимость ф от х и у не

является существенной; для удобства вычислений предположим,
что падающий пучок обладает бесконечной шириной, так

что он может быть описан с помощью бесконечной плоской волны.

Полная волновая функция <Ji будет в таком случае зависеть

только от z и будет удовлетворять волновому уравнению

e+T?(W-r)t = 0; A.12)

здесь W
— значение кинетической энергии отдельного электрона

в той точке, где V — 0.

В качестве примера г) рассмотрим пучок электронов, падающий
на некоторый потенциальный барьер, т. е. попадающий в поле,

для которого

Предположим, что U < W. Волну, падающую на потенциальный
барьер, мы будем описывать функцией вида

Aeikz (z < 0),
где

, _2rcmv _
h

1) Вопрос о прохождении электронов через потенциальные барьеры рас-
рассмотрен в различных учебниках [3]. Приложение этой теории к электрон-
электронной эмиссии металлов рассмотрено Нордгеймом [4]. [По этим вопросам
см. также [5,6]. (Прим. ред.)]
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Эта функция характеризует пучок электронов, движущихся со

скоростью v, в котором за единицу времени через единицу пло-

площади поперечного сечения проходит AA*v электронов. Отражен-
Отраженный пучок может быть задан функцией

Be~ikz (z < 0),

а прошедший пучок — функцией
Се*'* (z > 0),

где

2*,, 2*ту'
А =_—j

Полная волновая функция имеет, таким образом, следующий вид:

<|> = Aeiiz + Be~iiz (z<0),
<Ь = Ceiv* (z > 0).

Граничные условия, которым волновая функция должна удо-

удовлетворять при z — 0, заключаются в непрерывности самой функции

<]> и ее производной ¦—. Мы имеем в связи с этим

k(A — B) = Ck'.

Решая эти уравнения, получаем

г,_А(к—к')
к+к'

'

с_
2Ак

к + к'
'

В отраженном пучке число частиц, проходящих за единицу вре-
времени через единицу площади поперечного сечения, равно, таким

образом,
AA*v(k—к')*

а соответствующее число частиц в прошедшем пучке равно

АА*у' BкJ
.. (к + к'у :..

Принимая во внимание, что к/к' = v/o', мы видим, что доля

отраженных частиц равна

(с—р7J-
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а доля прошедших частиц определяется выражением

Сумма этих двух величин равна единице в соответствии с зако-

законом сохранения общего числа электронов. Этот закон представ-
представляет собой частный случай более общей закономерности, дока-
доказываемой ниже (§ 7).

§ 6. Решение волнового уравнения для электрона,

движущегося в медленно меняющемся поле х)

Если потенциальная энергия V (z) не меняется заметным об-

образом на расстоянии порядка длины волны hj\^2m{W — V), то

приближенное решение волнового уравнения может быть получено
следующим образом. Запишем

и будем предполагать, что в рассматриваемом интервале значений
z функция f{z) положительна. Уравнение Шредингера приобре-
приобретает при этом следующий вид:

Полагая

Ъ = Ае* A.14)

и подставляя эту функцию в уравнение A.13), получаем

А" + 2iA'$' + ip'A - Р'2Л + fA=O, A.15)

где штрихи означают дифференцирование по z. Положим, далее,

P = /(z).
В таком случае

Если рассматриваемая область значений z велика по сравнению
с длиной волны, то функция / при этом почти не меняется и

значение р в этой области приближенно равно

Р «s У J ¦ z +- const.

х) Этот метод разработал Джефрис [7].
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Из формулы A.14) следует, что А в такой области в первом при-
приближении остается постоянным и, следовательно,

A" ^

В уравнение A.15) можно пренебречь поэтому величиной А"
по сравнению с А'$' (А'$г по сравнению с Аф" пренебречь нельзя,

так как (J", в свою очередь, мало).. Мы получаем в результате

и, следовательно,

А = cons

Наше приближенное решение имеет, таким образом, следующий
вид:

{^} A.16)

Число электронов N, проходящих за единицу времени через

единицу площади, равно произведению | Ф |2 на скорость электро-
электронов. Согласно A.16), имеем

I «И2=f//'71ll-1/2

тогда как скорость электронов равна \/'Z{W — V)/m, т. е. про-

пропорциональна [/ (z)]1'2. Величина N имеет, таким образом, одно

и то же значение при всех значениях z, как этого и следовало

ожидать.

Можно показать аналогичным образом, что если /(z) отрица-
отрицательно, то при

приближенное решение волнового уравнения A-13) имеет вид

Во многих случаях функция / (z) имеет такой корень z0, что

_/(*)> 0 (z>z0),
f(z)<0 (z<zo).
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Нас интересует обычно частное1 решение уравнения, убывающее
по мере уменьшения z при z < z0. Джефрис [7] показал, что если

/' (z0) отлично от нуля, то при z> zQ это решение имеет вид

<!> = /-'/< sin {-J+$[/(Z)]V2dz}, A.17)
ч

§ 7. Формулы для тока; сохранение заряда

Мы постулировали выше, что величина tyfy* должна равняться

числу электронов в единице объема в электронном пучке, опи-

описываемом волновой функцией ф, или, точнее, что tyty* dx равно
вероятности нахождения электрона в элементе объема dx. Анало-

Аналогичные формулы могут быть получены также и для тока, т. е.

для числа электронов, проходящих за единицу времени через
данную нлощадь. Точнее, нас интересует определение такого

вектора j, чтобы во всех точках пространства произведение

(j • dS) dt давало вероятность того, что за время dt через элемент

поверхности dS пройдет один электрон. Искомая формула для j
имеет вид

Мы покажем, что эта формула правильно определяет вектор i
во всех тех случаях, когда он может быть измерен на опыте.

Если в некоторой области V постоянно или же равно нулю
и имеется лишь поток электронов, движущихся в направлении п,
то волновая функция имеет вид

а вектор j, как это следует из уравнения A.18), равен va2n.
В общем случае для измерения j на пути электронов следо-

следовало бы поместить коллектор и измерить заряд, понадающий
на него за единицу времени. В результате такого опыта мы изме-

измерили бы среднее значение j для некоторой области, размеры
которой велики по сравнению с длиной волны; это значение j
является единственной величиной, которая может быть опреде-
определена путем непосредственного измерения. Если мы предположим,
что F и, следовательно, л в рассматриваемой области постоянны,
то волновая функция будет иметь вид

Ф =
2mmvn,, • г
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где ns
— единичный вектор, as — постоянная. Эта волновая функ-

функция характеризует суперпозицию электронных пучков. То обстоя-

обстоятельство, что, согласно волновой механике, такие пучки должны

интерферировать, не окажет влияния на число электронов,
падающих на коллектор, поскольку размеры коллектора велики

по сравнению с длиной волны. Если площадь коллектора равна А
и если она перпендикулярна к направлению п, то число электро-

электронов, падающих на нее за единицу времени, равно

vA 2 | я8 |2п •

п,. A.19)
s

Согласно формуле A.18), это число должно определяться инте-

интегралом

взятым по поверхности А. Как нетрудно видеть, это приводит
к формуле A.19), так как члены вида

asaf ехр [
±-*

^—J
при усреднении по поверхности, размеры которой велики по сравне-
сравнению с длиной волны, обращаются в нуль.

Если речь идет об электронных пучках, имеющих различные
источники, то as должно быть выбрано в формуле asei?s, где

cps
—

некоторая произвольная фаза, не имеющая никакого отно-

отношения к фазе <ft. Для получения тока следует усреднить выра-
выражение A.18) по всем значениям <ps и срг; при этом члены, содер-

содержащие произведения различных функций, обратятся в нуль.
Мы будем называть вектор j вектором тока, хотя измерено

непосредственно может быть только среднее значение j.
С помощью волнового уравнения легко показать, что имеет

место сохранение заряда, т. е. что среднее число электронов,
приходящих в некоторый объем, в случае стационарного пучка
равно числу электронов, выходящих из этого объема. Для этого

достаточно показать, что divj обращается в нуль. Из уравне-
уравнения A.18) следует, что

Так как функции 4и^ удовлетворяют уравнению Шредингера,
имеем

O*V2<j> = _ ф*^(W- V) ф.

Член ф?2ф* определяется точно таким же выражением. Отсюда

следует, что divj = O.
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Интересно отметить, что процесс поглощения частиц пучка
может быть описан путем введения в уравнение Шредингера
отрицательного мнимого значения потенциальной энергии. Если

скорость поглощения частиц составляет ар на единицу объема

в 1 сек, где р
— плотно'сть, то в стационарном состоянии

O. A.19а)
Полагая в A.12) V = VT — iVi, где VT и Vt—вещественные функ-
функции г, имеем

ф=Т2Ф = - ф*~ (W- VT + iVt) <|>,

^ y _ у
r
_ ivt) ф*,

так что

div j =

Сопоставляя это выражение с A.19а), находим

Этот результат будет использован нами в гл. VI11, § 8.

§ 8. Задачи, в которых | «J |2 меняется с течением времени

Рассмотрим хорошо откачанную разрядную трубку, в которой
пучок электронов падает на экран, снабженный отверстием
с заслонкой. Предположим, что отверстие внезапно открывается;
в таком случае по истечении короткого промежутка времени t

поток электронов, прошедший через отверстие, будет простираться
от него на расстояние vt. Здесь « — скорость электронов; с энер-
энергией электронов W в ускоряющем поле эта скорость связана

соотношением

С точки зрения классической механики этот результат три-
тривиален. Однако, согласно нашим основным представлениям,
мы могли бы получить такой результат, лишь постулируя нали

чие некоторой волны и предположив затем, что | ф |2 равно числу
электронов в единице объема. С волновой точки зрения мы имеем

стационарную систему волн, падающих на экран до тех пор,
пока отверстие в экране остается закрытым. Когда заслонка

открывается, пучок электронов проходит через отверстие; ско-

скорость перемещения фронта пучка есть групповая скорость волн..
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Групповая скорость любого волнового процесса определяется

как Шп' где v~ частота> а iV —волновое число, равное 1/>.

(к— длина волны). Для того чтобы волновое описание не про-
противоречило опытным фактам (в данном случае

— классической

теории), эта скорость должна равняться классической скорости
электронов п. Мы имеем, таким образом,

Выражая v через N, получаем

Проинтегрировав это уравнение, находим

hN* W
v = -г; f- const = ~r -f- const.

Zm n

Соотношение

где Е — релятивистское значение энергии частицы
t (с учетом

массы покоя),
v-Va

-?)
было получено Де Бройлем [8] на основании соображений,
связанных с принципом относительности. Если у/с мало по сравне-
сравнению с единицей, то это соотношение сводится к

, <, , ИМJ
Av -= тс2 + ~2~ i

Отсюда может быть определено значение константы тс2. Послед-
Последнее не должно, однако, влиять на результаты эксперимента;
в нерелятивистской теории удобно положить эту константу рав-
равной нулю.

В общем случае волновое уравнение немонохроматичесного
волнового процесса имеет вид

Ш%=^-У*. A-20)

Наиболее просто это уравнение может быть получено следующим
образом. Волновая функция, описывающая поток электронов,

-обладающих энергией W, удовлетворяет уравнению

^_F)<!> = 0. A.21)
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Эта волновая функция, как было показано, имеет следующий
вид:

* i \ Г 2mWt~\ ..
„„.

ф = /(ж, у, z)exp(^ JTJ'- (L22)

Искомое уравнение не должно содержать W; с помощью A.22)
получаем

Из уравнения A.21) следует, что уравнению A.20) удовлетво-

удовлетворяют волновые функции, описывающие поток электронов, обла-

обладающих одной и той же энергией, т. е. волновые функции
типа A.22). Волновую функцию наиболее общего типа мы полу-
получим путем суперпозиции таких волновых функций; эта наиболее

общая волновая функция будет, таким образом, удовлетворять
уравнению A.20).

С помощью волнового уравнения A.20) легко может быть

получен закон сохранения заряда. Если мы обозначим вели-

величину <|)ф* через р, то интеграл \ р с?х, взятый по какому-либо

объему, будет равняться вероятности нахождения электрона

н этом объеме. Интеграл \ j • dS будет при этом определять

вероятность выхода электрона из рассматриваемого объема
;за единицу времени. Мы должны иметь, таким образом,

¦iLJpA+Jj.dS-O. A.23)

Это означает, однако, что должно иметь место соотношение

-g^ + divj = O. A-24)

Соотношение A.24) легко может быть доказано с помощью вол-

волнового уравнения A.20) и определения вектора тока j A.18) [9].

§ 9. Волновые пакеты

Предположим, что пучок электронов падает на экран, в кото-

котором имеется отверстие, первоначально закрытое какой-либо заслон-

заслонкой; заслонка открывается затем на короткий промежуток вре-
времени и снова закрывается. В результате такого опыта электроны
будут проходить через отверстие и перемещаться за его пределы.
Можно было бы сказать, что при этом перемещается в простран-
пространстве область, в которой плотность электронов отлична от нуля.
Размеры такой области будут тем меньше, чем меньшее время
было открыто отверстие в экране.



28 ГЛ. I. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ

Для описания этого явления на языке волновой механики мы

должны ввести в рассмотрение пакет волн Де Бройля, падающих

на экран, а также «волновой пакет» или «волновую группу»,-

проходящую через отверстие в экране. Квадрат амплитуды вол-

волновой функции определяет при этом, как обычно, вероятное
значение плотности электронов. Волновая группа будет переме-
перемещаться в пространстве с групповой скоростью волн Де Бройля;
последняя, как мы видели, равна классической скорости соот-

соответствующих электронов. В этом случае волновая механика при-

приводит, таким образом, к тем же результатам, что и механика

классическая.

Если <Ji (х, у, z, t) — волновая функция в некоторой точке

волнового пакета, то число п, определяемое1) интегралом вида

(взятым по всему пространству)

представляет собой вероятное число электронов, прошедших через
отверстие. Если интенсивность электронного пучка была вначале

достаточно малой или если отверстие было открыто в течение

очень короткого промежутка времени, это число будет порядка
единицы. Следует отметить, что если бы п действительно равня-
равнялось единице, то это не означало бы, конечно, что за единицу

времени через отверстие в экране проходит только один электрон
Отсюда лишь следует, что если бы рассматриваемый опыт был

повторен очень большое число раз р, то общее число электро-
электронов, прошедших через отверстие, равнялось бы рп, даже в том

случае, если в отдельных опытах число п принимало значе-

значения 0, 1, 2 и т. д.

При рассмотрении волновых пакетов волновую функцию обычно

нормируют таким образом, чтобы п равнялось единице.

Изучение волновых пакетов не может дать нам сведений
о результатах опытов; практически во всех опытах мы имеем

дело с непрерывным потоком свободных электронов. В связи

с тем, что волновые пакеты имеют некоторое, правда, довольно

поверхностное, сходство с частицами классической теории, изуче-
изучение законов их движения дает нам возможность понять основные

идеи волновой механики. Так, например, если в каком-либо

случае можно показать, что волновой пакет будет двигаться
по такой же траектории, как и классическая частица, то можно

утверждать, что при решении данной задачи волновая и клас-

классическая механики приведут к одним и тем же результатам.

Одномерное движение волнового пакета в однородной сре-
среде. Для волнового движения любого типа существует определен-

х) Величина п от времени не зависит (см. § 8).
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ное соотношение между частотой v и волновым числом N. Для
волн Де Бройля в нерелятивистской теории это соотношение

имеет вид

Здесь мы будем предполагать, что в общем случае

Волновой процесс наиболее общего типа может быть охарактери-
охарактеризован волновой функцией вида

t = \ a(N) exp [2ш (Nz — vt)] dN,

где a (N) — некоторая произвольная комплексная функция. Этот
волновой процесс получается путем суперпозиции бесконечного*
числа плоских волн с произвольными амплитудами и фазами.
Множитель a(N) может быть при этом выбран таким образом,
чтобы в момент времени t — О функция <!> имела любую желаемую
форму. Мы предположим, что в момент t = О наш волновой пакет

характеризуется функцией

if = CexpQ.7ciNoz —^. A.25)

Амплитуда колебаний выбрана здесь в виде функции Гаусса, так

как в этом случае интегрирование может быть осуществлено
с помощью известных функций. В начальный момент времени
волновой пакет находится, таким образом, вблизи начала коор-
координат, обладая при этом волновым числом No и шириной поряд-
порядка 2а. Легко видеть (в дальнейшем это будет доказано), что

— (N~ W0Jrc232]. A.26)

Для определения формы волнового пакета в любой последу-
последующий момент времени мы должны вычислить интеграл

vt)-(N-N0JnW]dN. A.27)

Разложим частоту v в ряд Тейлора:

где v0, Vq и т. д. —значения v и ее производных по N при N = N0.
Если предположим, что <* > X, то ясно; что численное значение

интеграла A:27) будет в основном определяться значениями1 N,
близкими к No; в разложении v можно будет пбатому пренебречь
членами порядка (N — NQK и выше. Отметим, что для волн
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Де Бройля в нерелятивистской теории такое приближение будет
точным, так как v является в этом случае квадратичной функ-
функцией N.

Полагая

получаем

где

a = ^2 + niv"ot, b= —гл (v'Qt — z), c- 2-xi(Noz - yot).

Подинтегральная функция может быть записана в форме

Полагая С— b/a = rh имеем

Подставляя значения a, b и с, получаем окончательно

[^]L я .1
В момент времени t = 0 волновой пакет характеризуется волновой

функцией A.25), как этого и следовало ожидать. В момент вре-
времени t центр волнового пакета находится в точке

Скорость перемещения волнового пакета равна, таким образом,

групповой скорости -у=. Весьма существенным свойством волно-

волнового пакета является его способность расплываться с течением

времени. Рассматривая только экспоненциальный множитель функ-
функции ({>, мы получаем следующее значение ее амплитуды | <)» |:

exp
-

При больших значениях t ширина волнового пакета будет, таким

образом, порядка
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Отсюда следует, что по мере своего перемещения волновой пакет

расплывается, причем скорость увеличения его размеров равна

d*v 2
dN* «о

"

Если речь идет о волнах Де Бройля1), то в нерелятивистской
теории

dv _hN _

rf2 ч h

dN~~m~V И

Волновая функция Ф равна при этом

Одно из наиболее существенных свойств волновых пакетов-

заключается в том, что если волновой пакет перемещается в ка-

каком-либо электрическом или магнитном поле, напряженность кото-

которого не меняется заметным образом на расстоянии, сравнимом
с размерами самого пакета, то он движется при этом по класси-

классической траектории. Доказательство этого утверждения приведено-
в различных учебниках [3, 11].
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x) Волновые пакеты, построенные из волн Де Бройля, были исследо-
исследованы различными авторами. Дарвин [10] определил волновую функцию,,
описывающую движение трехмерного волнового пакета в отсутствие внеш-
внешних сил, а также исследовал волновой пакет, отвечающий электрону, дви-

движущемуся под действием некоторой постоянной электрической силы и по-

постоянного магнитного поля. Волновые пакеты были рассмотрены также и

Другими авторами [3]. [См. также [5]. (Прим. ред.)]
а) Литература, отмеченная звездочкой здесь и в последующих главах,

добавлена редактором перевода.



Глава II

ТЕОРИЯ РАССЕЯНИЯ ПУЧКА ЧАСТИЦ СИЛОВЫМ
ЦЕНТРОМ

§ 1. Вычисление интенсивности рассеяния

Задача о столкновении электрона с атомом относится к зада-

задачам «многих тел» и, как таковая, будет исследована нами в гл. VIII.

ТЗ настоящей главе мы рассмотрим вопрос о рассеянии потока

заряженных частиц малой сферически-симметричной областью,
в которой потенциальная энергия частиц отлична от нуля; эту
область мы будем называть «атомом», а потенциальную энергию
частицы на расстоянии г от ядра атома будем обозначать через
V {г). В гл. VIII показано, что упругое рассеяние электронов
атомами в известном приближении, действительно, может быть,

-описано таким способом, а также приведены методы вычисления

V (г).
В опытах по изучению рассеяния пучка частиц измеряют обычно

число рассеянных частиц, падающих в единицу времени на эле-

элемент поверхности ds, находящийся на расстоянии г от рассеиваю-
рассеивающих атомов. Для удобства вычислений предположим, что имеется

только один рассеивающий атом. Число частиц, падающих на пло-

площадку dS, будет при этом прямо пропорционально площади dS
и обратно пропорционально квадрату расстояния г. Это значит,
что число таких частиц пропорционально телесному углу d<s>,

под которым площадка dS видна из центра атома. Частицы,
падающие на dS, мы будем называть частицами, рассеянными
на угол 9 внутри телесного угла dto.

Количество частиц, рассеянных внутри телесрого угла dw,

пропорционально также плотности тока в падающем пучке. Пред-
Предположим, что в падающем пучке за единицу времени через еди-

единицу площади поперечного сечения проходит N частиц. Положим

далее, что число частиц, рассеянных в единицу времени на угол
'9 внутри телесного угла dto, равно

Мы должны вычислить 1@). Величина / @) dw имеет размер-
размерность площади; мы будем называть ее эффективным сечением

для рассеяния внутри телесного угла dto или дифференциальным
•сечением.

Под заряженными частицами мы будем подразумевать в даль-

-нейшем электроны, хотя излагаемые здесь соображения справед-
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ливы в одинаковой степени для заряженных частиц любого

рода.
Обозначим через (х, у, z) декартовы координаты электрона

в некоторый момент времени t, через (г, 6, <р) — его сферические
координаты и выберем ось z за ось отсчета угла 9х). Предпо-
Предположим, что атом находится в начале координат, а потенциаль-

потенциальная энергия электрона на расстоянии г от начала координат

равна V (г). В этой главе мы примем, что V (г) стремится к нулю

быстрее, нежели i/r; случай рассеяния кулоновым полем будет
рассмотрен в гл. III. Предположим, что поток электронов дви-
движется слева направо вдоль оси z со скоростью v. Будем описы-

описывать этот поток электронов плоской волной eikz, где к = 2xmv/h.
Эта волна характеризует поток с плотностью в один электрон
на единицу объема и, следовательно, поток v электронов, про-
проходящий в единицу времени через единицу площади поперечного
сечения.

Волна будет рассеиваться атомом; амплитуду рассеянной вол-

волны в точке (г, 9, ср) представим в виде

Наша задача сводится к определению функции / (9). Зная эту

функцию, мы сможем подсчитать число электронов, рассеянных
за единицу времени внутри данного телесного угла. Число рас-
рассеянных электронов, проходящих за единицу времени через эле-

элемент поверхности dS в точке (г, 6, <р), равно vr~2 dS | / F) | 2; если
в падающем пучке за единицу времени через единицу площади

поперечного сечения проходит только один электрон, то число

электронов / F) dm, рассеянных за единицу времени внутри дан-
данного телесного угла dw, равно |/F)|2du). Мы имеем, таким об-

образом,

Число электронов, рассеянных в интервале между 6 и б -f- db,

равно

Наша задача заключается в отыскании такого решения ф вол-

волнового уравнения, которое на больших расстояниях от атома

характеризовало бы падающую и рассеянную волны. Это значит,
что при больших г мы должны иметь

(|)^ei*z + r-1ei*r/F). B.1)

=2, г sin 8 elV=x+ iy.
3 н. Мотт и Г. Месси
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Волновое уравнение, которому удовлетворяет функция <|> (урав-
(уравнение Шредингера), может быть записано в виде

V1* + [*a-^Wl* = 0. B-2)
где

Плоская волна eikr является решением уравнения

0. B.3)
Это уравнение может быть решено также в сферических коорди-
координатах; легко убедиться в том, что функция

<|> = Р„ (cos 6) /„(/•)

является его решением, если /„ есть решение уравнения

°- <2-4>

a Pn (cos6) — полином Лежандра и-го порядка [1]. Решение урав-
уравнения B.1) может быть представлено в виде ряда; при этом име-

имеются два решения, одно из которых начинается с члена гп, дру-
другое— с члена г~п~*; оба эти решения могут быть выражены
через функции Бессёля [см. формулу B.9)]. Обозначим через fn{r)
решение уравнения B.4), конечное в точке г = 0. Функция /„(/•)
известна, таким образом, с точностью до произвольного постоян-
постоянного множителя.

Если ^„ — произвольные постоянные, то выражение

00

2 Ап рп (cos 6) /„ (г) . B.5)

является решением уравнения B.3); мы знаем, что оно является

наиболее общим решением этого уравнения, обладающим осевой

симметрией (т. е. не содержащим <р) и конечным в начале коор-

координат. Отсюда следует, что функция eihz может быть представ-
представлена в виде

-
-

,
.

со

eikz = givfcr cos 0 ^ ^ АпРп (COS 6) /„ (Г)
П=0

Для определения Ап умножим обе части этого равенства на

Рп (cos 6) sin в и проинтегрируем его от 0 до п. Полагая cos в = t,
получим

1

2^-гЛ/„(>•)=$ e"Pn(t)dt, B.6)
-1 . .
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где /„ известно с точностью до произвольного постоянного коэф-
коэффициента, от которого зависит также и коэффициент Ап. Функ*
ция /„ может быть определена точно с помощью ее асимптота--

ческого разложения при больших г. Интегрируя правую часть

равенства B.6) по частям, получаем
1

-1

Второй член этого выражения — величина порядка 1/г2; при боль-^
ших ?, таким образом, имеем

2
A i lr\ ~. _L \pikrt р (Л]+\

i "/n v ' ikr l n У''-1'

Поскольку Pn(l) = l, a Pn( — l) — ( — 1)", правая часть этого

соотношения равна

2in (kr)~l sin (кг—-| пк) .

Определим теперь функцию /„ полностью, потребовав, чтобы она

была решением уравнения B.4), имеющим асимптотичееную форму

B.7)

В таком случае Ап равно B/г +1) in и, следовательно, ряд

п=0

представляет собой искомое разложение. Приведем также соотно-

соотношения, связывающие функции /„ с функциями Бесселя:

fn{r) = {jj~)"Jn+i(kr). B.9)

Рассмотрим теперь волновое уравнение B.2) для элентрона,

находящегося в поле атома. Как и прежде, общее решение урав-
уравнения B.2), обладающее осевой симметрией, имеет вид

со

ф = 2 Ап Рп (cos 6) Ln (r), B.10)
л=0 ' ¦

¦ ¦

где Л„ — произвольные постоянные, a Ln — решение уравнения

3*
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Уравнение B.11) попрежнему имеет два независимых решения1),
одно из. них конечно в начале координат, другое

— бесконечно.

Мы выберем постоянные Ап таким образом, чтобы функция B.10)
характеризовала падающую и рассеянную волны, т. е. чтобы она

имела асимптотическую форму B.1). Наша волновая функция
должна оставаться конечной во всех точках пространства; мы

должны поэтому выбрать то из решений Ln уравнения B.11),
которое имеет конечное значение в начале координат. Ln (r) оп-

определено тем самым с точностью до произвольного постоянного

коэффициента.
Если мы положим

то уравнение B.11) примет вид

d*G
dr*

' B.12)

При больших г последние два члена этого уравнения стре-
стремятся к нулю; можно поэтому ожидать, что любое решение G
имеет асимптотический вид

G~~ A sin (кг + г), B.13)

где А и е — некоторые постоянные.

Для того чтобы выяснить так ли это, положим

G = u(r)eitr.

Подставив это значение G в уравнение B.12), получим

= 0. B.14)

Поскольку при больших г величина и почти постоянна, можно

предположить, что

d^<kTr'
Пренебрегая, в связи с этим первым членом уравнения B.14)
и интегрируя, получаем

г
¦ ¦

.

•

2ik In и = J [U (г) +^i^] dr.

При больших г правая часть этого равенства стремится к постоян-

постоянному пределу только в том случае, если при г —> оо U (г) стремится

1У Мы предполагаем, что если U (г) обладает в начале координат полю-
ebit, то его пОр'ядок не выше г-1: (См. § 3.)
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к нулю быстрее, нежели 1/т\ Для полей, убывающих с рассто-
расстоянием быстрее, нежели кулоново поле, функция G, действительно,
имеет асимптотическую форму B.13). Случай кулонова поля

будет рассмотрен в гл. III.
Частное решение уравнения B.11), конечное в начале коор-

координат, будет иметь асимптотическую форму

r-1 sin Qcr —у /иг + •»]„ Y

где С — произвольная постоянная, а •»)„ — некоторая постоянная1),
зависящая от А и от U (г); в общем случае ?)„ может быть най-

найдено только путем численного интегрирования (см. § 3). Для
отыскания произвольной постоянной С мы определим Ln (r) как

такое частное решение уравнения B.11), которое имеет асимпто-

асимптотическую форму

(*/¦)-* sin (кг _. 1 nic + О. B.15)(
Найдем теперь постоянные Ап в разложении B.10). Если мы

вычтем из B.10) выражение B.8), характеризующее падающую

плоскую волну, то получим выражение для рассеянной волны.

Коэффициенты Ап должны быть выбраны таким образом, чтобы

последнее действительно характеризовало рассеянную волну, т. е.

так, чтобы асимптотическое разложение не содержало членов

типа r~ie~iler. При больших п мы должны поэтому иметь для
любых г

Ап Ln (г) - Bп + 1) in /„ (г) ~ Сп г-* «и*,

где Сп — некоторая постоянная. Подставляя асимптотические

значения Ln и /п, получаем в левой части равенства выражение

-^ [Апе*п _ Bп +1) i«] —^г [Ап е-^п _ B^+ 1) г«],

где

ко = кг — -тг гая.

Выбирая Ап так, чтобы второй член этого выражения обращался
в нуль, находим .

1

Волновая функция, характеризующая падающую и рассеянную

х) Член —о"гал Добавлен для того, чтобы при Г/(г)=О щп обращалось
в нуль.
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волны, имеет, таким образом, вид .

OS

'ф = 2 Bи + 1) №пЬп (/•) Рп (cos 6). B.16)
л=0

Асимптотическая форма функции, описывающей рассеянную волну,
имеет вид

где
оо

/<e> = 2?*S Bп+1)[е^п-црп{совв). B.17)
п=0

Это выражение определяет амплитуду рассеянной волны. Следует
отметить, что функция /F) комплексна; интенсивность рассея-
рассеяния / (в) определяется квадратом ее модуля, т. е. суммой А2 + В2,

где

А=a S Bи+4>leos 27i« - ^^п-

В общем случае эти ряды сходятся (см. § 2). Только в одном

случае
— для рассеяния кулоновым полем — ряд B.17) может быть

просуммирован с помощью известных функций (подробнее см.

в гл. III). Мы находим при этом, что интенсивность рассеяния
имеет то же значение, что и в классической теории. Однако для

других исследованных силовых полей результаты оказываются

иными.

Полное сечение Q для упругого столкновения атома с электро-
электронами данной скорости определяется как общее число электронов,
упруго рассеянных атомом за единицу времени из падающего

пучка, интенсивность которого равна единице (т. е. такого пучка,
в котором за единицу времени через - единицу площади попереч-
поперечного сечения проходит один электрон). Практически измеряется
обычно число электронов, рассеянных на угол, превышающий
некоторый малый угол 60; поскольку, однако, для атомных полей

функция /F) при 6 =0 конечна* Q весьма нечувствительно к изме-

изменениям 60) и 60 можно поэтому положить равным нулю (см: гл. X, § 2).
¦ Q определяется, таким образом, формулой вида

т.

= 2k \ | /F) |2sin6c?e.
•1
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Это дает
GO

<? =fS Bn + l)sin«4n. B.18)
л=0

Излагаемый метод впервые был использован Рэлеем [2]. К задаче

о рассеянии электронов атомами он был применен Факсеном

и Хольцмарком [3]. . . .

§ 2. Соотношение между фазами 1\п и моментом количества

движения рассеянной частицы

Фазы i\n, входящие в выражение B.17) для амплитуды рассеянной
волны, определяются следующим образом. Обозначим через Gn (/•)
частное решение уравнения

^+1)]=0 B.19)

(штрихи означают здесь дифференцирование по г). При больших
значениях г величина G будет иметь асимптотическую форму:

G~ sin (кг —
у

гатс + rln J .

Это выражение и определяет т\п.
Если при больших г величина V(г) экспоненциально убывает

до нуля, то можно оценить величину •»)„ при достаточно боль-

большом п и тем самым число членов, которое необходимо учитывать
при вычислении ряда B.17), определяющего функцию/(&). Анало-
Аналогичным способом может быть дроверена также и сходимость

этого ряда.
Обозначим

n(tl) . B.20)

Если U (г) не обладает полюсом более высокого порядка неже-

нежели г ,то функция F (г) при малых г отрицательна, а при боль-
больших г положительна; она обращается, таким образом, в нуль
по крайней мере в одной точке. Для простоты предположим,
что F (г) имеет только один, корень; обозначим его через /•„.

Решение уравнения B.19) при малых г будет вести себя,
как Arn+i, где А—некоторая постоянная, которую мы будем
считать положительной. Таким образом, при малых' г как G,
так и G' положительны; из уравнения B.19) следует, что G" при
этом также положительно. При возрастании г функция G не

может убывать до тех пор, пока G' не изменит своего знака;
последнее может, однако, иметь место лишь при значении г,
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превышающем первый корень функции G". Поскольку G возра-
возрастает и, следовательно, положительно вплоть до первого корня

функции G", из уравнения B.19) следует, что этот корень соот-

соответствует точке гп. Функция G возрастает (экспоненциально)
вплоть до точки /• = /•„. Аналогичный результат имеет место в слу-
случае отрицательного значения А.

При r>rn функция G носит колебательный характер, как это

показано на фиг. 2.

Найдем теперь классическое значение наименьшего расстоя-
расстояния между электроном с энергией Е и атомом при условии, что

F(ri

. G(r)

Фиг. 2.

момент количества движения электрона относительно ядра атома

равен /. Величина / представляет собой произведение начального

значения импульса электрона на «параметр столкновения» р1).
Если v — скорость электрона в точке его наибольшего сближения
с атомом, то

а согласно принципу сохранения момента количества движения

и поскольку радиальная скорость электрона в точке наибольшего
сближения равна нулю,

mvr — I.

Исключая v, получаем уравнение для определения г:

" г" ч /3
=0. B.21)

г) «Параметром столкновения» называется расстояние между прямой,
вдоль которой частица двигалась первоначально, и центром рассеивающего
поля.
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Если мы положим

то уравнение B.21) сведется к уравнению

F[r) = 0,

где F (г) определяется выражением B.20). Корень гп функции F (г)
представляет собой, таким образом, то расстояние, на которое
частица с моментом количества движения B.22) приблизилась бы
к атому согласно классической теории.
Мы уже видели, что при г < гп величина | Gn (r) | очень мала.

Докажем теперь, что если п столь велико, что частица с момен-

моментом количества движения /, определяемым выражением B.22),
не может проникнуть внутрь атома (согласно классической тео-

теории), то соответствующая фаза т\п очень мала. Мы должны пока-

показать, что если V(rn) очень мало при значениях га, превышающих
некоторую определенную величину, то тп„ при этих значениях п

также очень мало. Отметим, что если V (гп) очень мало, то гп

приближенно может быть определено, как корень выражения

, 2
га (га + 1)

г2

Пусть gn(r) есть решение уравнения

} = O, B.23>

конечное в начале координат, причем произвольный постоянный
коэффициент 'выбран таким образом, что при больших г

gn ~ sin (кг —у ппJ .

Функция gn в этом случае имеет вид [см. уравнение B.9)]

Из приведенных выше соображений следует, что при г < гп функ-
функция gn по мере уменьшения г убывает экспоненциально. По своей

форме она сходна с функцией G, ход которой изображен на фиг. 2.
Решим теперь волновое уравнение B.19) с помощью метода

теории возмущений. Положим

и будем считать, что произведением ФС/ можно пренебречь. Под-
Подставив Gn в уравнение B.19), получим уравнение для опреде-
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ления Ф:

^{^}=,и(г)ёп(г). B.24)

Пусть

.Подставив это значение Ф в уравнение B.24), получим

V'gn + X'gk^U (r)gn(r).

Умножая это уравнение на g (r) и интегрируя, имеем

Поскольку при г = 0 функция С' должна быть конечной, a g(r)
при малых г будет вести себя, как rn+i, нижний предел этого

интеграла должен равняться нулю. Мы видим, таким образом,
что

При больших г имеем

00

g ~~ cosec2 (кг -1 me) ^ U(r)[g (r)]2 dr, B.25)
о

•так как интеграл, стоящий в правой части равенства, сходится.
Обозначим через Ап интеграл

Мы предположили, что при рассматриваемых значениях га функ-
функция U (г) мала при г > /•„; мы знаем также, что gn мало при
.г < /•„. Численное значение интеграла Ап должно быть поэтому
малым.

Проинтегрировав выражение B.25), получим

C~[ctg(*-_i-n«)+ a]^f
где a — постоянная. Отсюда следует, что

-Gn^sin (кг — -=- пк J— cos (кг —
-^

rnt j+asin (кг —-я- «re J |-# ,
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Пренебрегая членами второго порядка относительно %, имеем

Gn ~ const • sin fkr —
у

пя -f ^n J, B.26)

где

Отсюда окончательно

\ B.27)

Это соотношение справедливо, если его правая часть мала; оно

свидетельствует о том, что при рассматриваемых условиях rtn
мало.

Поскольку формула B.27) справедлива при больших значе-

значениях га, ею можно воспользоваться для исследования сходимости
ряда B.17), определяющего амплитуду рассеянной волны. Этот

ряд сходится, если сходится выражение

Если у}п <|1 для любйх га, то формулой B.27) можно пользо-

пользоваться при всех значениях га. Амплитуда рассеянной волны в этом

случае равна
оэ

/ (в) =12 Bл +1) -ПпРп (cos 9). B.28)
п-0

Выполнив суммирование, мы получим хорошо известную формулу
Борна (см. гл. VII, § 2).

§ 3. Рассеяние потенциальной ямой

В этом параграфе мы проиллюстрируем теорию на важном

примере рассеяния частицы потенциальной ямой. Потенциал
частицы в рассеивающем поле мы определим следующим образом:

V(r)=-D (

V(r)-0. (r>a),

где D—некоторая положительная постоянная. Этот простой слу-
случай весьма сходен с общим случаем рассеяния полем притяжения
в том смысле, что при больших значениях г потенциал убывает
здесь также быстрее, нежели т—2. Мы можем поэтому исследовать
этот случай в качестве примера для иллюстрации изложенной
яш теории.
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1. Предельное значение сечения при малых скоростях. Пред-
Предположим сперва, что длина волны к значительно превышает а,

так что всеми фазами •%, за исключением первой из них т\Ог

можно пренебречь. (Отметим, что для частицы, момент количе-

количества движения которой равен одному кванту, расстояние наиболь-
наибольшего сближения равно /./.2к, если эта частица не проникает
в потенциальную яму.) Для определения тH следует найти асимпто-

асимптотическую форму решения уравнения

обращающуюся в нуль в начале координат (так как функция r~xG

должна быть конечной). Это решение имеет вид

где

Asink'r (г<?а),
sin (кг + %) (г>а),

Л =

—^—,
К — Л + Ло, Ло —

Постоянные А и "»]„ должны быть выбраны таким образом, чтобы

G и -т— оставались непрерывными при rf=a, т. е. так, чтобы удо-

удовлетворялись уравнения
!

A sin к'а = sin (ка + тH),

Ак' cos к'а = к cos (ка -\- \).

Эти уравнения дают

()*o. B.29)

На фиг. 3 волновая функция G показана сплошной линией;
пунктирная кривая характеризует ход функции

G— sin кг.

Фаза t]0 определяется расстоянием АВ или А'В', умноженным
на к. Из фиг. 3 следует, что в случае поля притяжения %
положительно; однако, как будет показано ниже, в случае поля

сил отталкивания т\0 отрицательно.

По мере уменьшения скорости частиц до нуля, ¦*]„ в общем
случае также стремится к нулю, как это следует из формулы B.29).
Интенсивность рассеяния, равная 4тг sin2 ~цо/кг, стремится в этом

случае к конечному пределу

^)\ B.30)
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Существуют, однако, особые случаи. Если kaa = tgkoa, то выра-
выражение B.30) обращается в нуль; с другой стороны, если коа

является нечетным кратным -^ я, фаза ?|0 уже не стремится к нулю

Фиг. 3. а—поле притяжения; б—поле оттал-

отталкивания.

10

g 7.5

I.
I 2.5-

А

1

у.
1 1 V 1

„6

у
ю

Фиг. 4. Предельное значение сечения при малых

скоростях как функция напряженности поля.

Д—для сферических ям глубины D и радиуса а; В—для
сферических потенциальных барьеров высоты D ъ ра-

радиуса о. .

при к—>Q, и сечение стремится к бесконечности. Исследуя пре-
предельное значение эффективного сечения для рассеяния потен-

потенциальной ямой при малых скоростях как функцию к0, т. е. как

функцию квадратного корня из численного значения глубины
ямы, мы получаем кривую, изображенную на фиг. 4.
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Такой- характер изменения предельного значения сечения при
малых скоростях может быть сопоставлен с распределением внутри
ямы возможных энергетических уровней с моментом количества

движения, равным нулю. Для того чтобы мог существовать неко-

некоторый энергетический уровень с энергией— Elt должны иметь

место уравнения

Ак" cos к"а

где

Отсюда следует

tg к'а
_

1 .„„..

Корни х этого уравнения определяют возможные энергетические-
уровни. Таким образом, условие существования энергетического

уровня Ех — 0 заключается в том, чтобы кф было нечетным

кратным -jj-тс, т. е. совпадает с условием существования предела

для эффективного сечения при неограниченно малых скоростях _

Последовательные разрывы непрерывности в бесконечности
на фиг. 4 (кривая А) соответствуют возрастающему числу воз-

возможных энергетических уровней, появляющихся в дополнение

к уровню с нулевой энергией. Таким образом, при кф — n/Z
имеется только один энергетический уровень Ег = 0, тогда как

при кф = 3it/2 имеются уже два энергетических уровня, верхним;
из которых есть уровень Ег = 0, и т. д.

Аналогичное квазипериодическое изменение эффективного сече-

сечения в предельном случае малых скоростей имеет место также

и для полей притяжения. Эффективное сечение атома для очень

медленных электронов может оказаться поэтому как много мень-

меньше, так и много больше размеров той области, в которой V (г)
сравнимо с энергией электрона. Соответствующие примеры будут
рассмотрены нами в гл. X, § 3 и 4. Другой практически важный
случай — рассеяние нейтронов протонами — будет иеследован по-

подробно в гл. XIII, § 1.

2. Зависимость у}0 и парциального сечения нулевого порядка
от скорости. Мы имеем

limr|0— lim Гarclgf-pigk'a ) — ка] .
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Этот предел определен с точностью до члена, кратного'^. Таким,

образом,

=SK (s = 0, I, 2,...), ^
t-o

Удобно устранить эту многозначность, условившись, что ^о

должно стремиться к нулю, по мере того как скорость, а следо-

следовательно, и к стремятся к бесконечности.
Согласно B.27), при больших значениях к

кH стремится, таким образом, к нулю при очень больших скоро-
скоростях. Если мы допустим, что ?|0 меняется непрерывным образом
по мере уменьшения к, то при А—» О величина у\0 будет
стремиться к ближайшему числу, кратному тс, лежащему ниже

коа, т. е. к произведению числа я на число таких энергетиче-
энергетических уровней в потенциальной яме, которым отвечает момент

количества движения, равный нулю. Исключения из этого

правила имеют место только тогда, когда коа является крат-
кратным л/2; в этом случае % стремится к коа. Фиг. Ъ,а иллю-

иллюстрирует зависимость ч\0 от к для трех типичных случаев, когда
число энергетических уровней равно нулю, одному и двум.

Переходя к вопросу о зависимости парциального сечения,

нулевого порядка Qo = 4тс sin21\0/к2 от скорости, мы видим, что

в том случае, когда предельное значение *]0 при малых скоростях
равно sk, где s больше двух, сечение ф0 должно обращаться,
в нуль при тех значениях к, для которых ¦»](, = (»— 1)т, (s—2)it,
и т. д. физический смысл этого результата заключается в том,

что при таких значениях к потенциальная яма оказывается доста-

достаточно глубокой для того, чтобы в ней могли поместиться одна
или несколько дополнительных целых длин волн. Волновая-

картина вне ямы остается при этом неизменной, появление в яме

одной или нескольких новых коротких волн не обнаруживается
на бесконечном расстоянии от ямы.

Если ф0 проходит через нуль при некотором конечном значе-

значении к, для которого сечения первого и более высокого порядка
все еще очень малы, то полное сечение Q будет обладать резким
минимумом при этом частном значении скорости. Такая возмож-

возможность существует в общем случае рассеяния полями притяжения,
она является ответственной за эффект Рамзауера—Таунсенда, на-

наблюдаемый при рассеянии электронов некоторыми атомами

(см. гл. X). Типичные кривые зависимости @0 от екорости приве--'
Дены на фиг. 6, а.
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При нЗкоторых определенных условиях могут быть получены

удобные приближенные формулы для вычисления Qo [4].

а Потенциал притяжения б. Потенциал отталкивания

на
3,0

Фиг. 5. Зависимость фаз ¦<)„, ¦<),, v;2 от скорости при различных

значениях напряженности поля.

а—для сферических ям глубины С = -

2т
и радиуса а;

б—для сферических потенциальных барьеров высоты О=-~ и радиуса о.

Рассмотрим случай глубокой и узкой потенциальной ямы. Предпо-
Предположим, что для этой ямы: а) существует уровень с энергией
связи у?%2/2т, б) ха< 1. Поскольку коа > ~, для того чтобы
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в яме мог существовать энергетический уровень, должно удо-
удовлетворяться неравенство к0 > %. Отсюда следует, что энергия
связи^мала по сравнению с глубиной ямы.

а. Потенциал притяжения 6. Потенциал отталкивания

Фиг. 6. Зависимость парциальных Qo, Ql Q2 я полного Q се-

сечений от скорости при различных значениях напряженности
поля.

о-для сферических ям глубины D= и радиуса о;

б—для сферических потенциальных барьеров высоты D--

са а.

i
2m

и радиу-

Найдем теперь приближенное значение Qo при таких скоростях,
для которых ка < 1. С этой целью разложим выражение

в ряд по степеням (А2 + x

соотношением

sin2T|0=:sm2 Farctg Г-р- tgk'a j
— ка 1

— х2), воспользовавшись для этого

Ag—х2I'2
B.32)

Н. Мотт и Г. Месси
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В результате получим

(? (l + xa+Члены высшего порядка). B.33)(?о = р—j(l +

Уравнение B.32) имеет корень х, удовлетворяющий условию «б»,
если коа несколько превышает те/2. Если же, напротив, коа
несколько меньше ic/2, то может быть определена некоторая
величина X. < к0, удовлетворяющая уравнению

Сечение Qo при этом может быть представлено в форме
4и

Q ji A —ла + Члены высшего порядка). B.35)

В этом случае не существует реального уровня энергии, а имеется

лишь виртуальный1).
При указанных условиях исследование зависимости эффектив-

эффективного сечения от скорости дает непосредственные сведения о реаль-
реальной или виртуальной энергии уровня, ближайшего к нулю.
(При ка < 1 можно пренебречь всеми парциальными сечениями,

за исключением сечения Qo.) Необходимо, однако, напомнить,
что нет никакого смысла говорить о том, является ли энергети-
энергетический уровень реальным или виртуальным, не воспользовавшись

при этом каким-либо другим типом измерений.
Возможность применения соотношений B.33) и B.35) не

должна зависеть от вида функции, характеризующей потенциал

поля, при условии, что последнее сосредоточено в достаточно

малой области пространства. Эти соотношения будут использова-

использованы нами в гл. XIII, § 1, при рассмотрении вопроса о взаимодей-
взаимодействии между нейтроном и протоном.

3. Фазы и парциальные сечения высшего порядка. Для
определения •»)„ мы должны найти асимптотическое решение

уравнений

обращающееся в нуль в начале координат.

J) Для виртуального уровня, при котором Ха мало, X примерно равно
тому значению к, для Которого ¦»)(, = "/4 [5].

Другое определение было дано Гультеном [6]; в случае сферической

потенциальной ямы при Ха <? -=- оно согласуется с формулой B.34).
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Такое решение имеет вид

АгЧЧ ±(к'г) (г<а),

(I тг krj* [cos Чи J^A^r) + (,-1)" sin v)n /_n_± (кг)] (г > а).

Это следует из того обстоятельства, что [1]

/ (*Г) - ( - 1)" (J-rI/2 COS (кг - { Я«) .

"
2

Воспользовавшись условиями непрерывности функций G и -j-

при г = а, находим

где

4 (А'о) /' j (fte) - *V.
t (Ao) /' , (к'а),

j(A'a)/' (ka)-k'J {(ka)J' { (к'а).
К >

Используя соотношения [1]

можно записать это выражение в несколько иной форме:

где
,

С„ = АУ (А'а)/ f (ka)-k'J l (ka)J , (A'a),

ft'a)/ t (ka) + k'J {(ka)J t (k'a).

Для исследования вопроса о зависимости ¦% от скорости
частицы мы воспользуемся приближенными соотношениями,

А*
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справедливыми.при малых значениях х[1]:

Т (w\

-я-Т

При малых ка это дает

где

J
, (к'а)

ln k'aj 4 (к'а)

Отсюда следует, что при /
t (коа)ф0

/- @)

= 0,1, 2,...),
где

Если

/ , (А0о) = 0,

Этот результат до некоторой степени сходен с результатом,

полученным нами выше для фазы у\0. Случай /
, (к0 а) = О

п~Т

дающий более медленную зависимость от скорости, отвечает су-'
адествованию уровня с нулевой энергией и моментом количества'

движения, равным [га (и -ь 1)]Ч^%. Если мы условимся, что при
<ЭОЛЫ11ИХ СКОРОСТЯХ У]п ДОЛЖНО СТреМИТЬСЯ К НуЛЮ, ТО ЧИСЛО Si

в формулах B.38) и B.39), как и в случае фазы тH, будет опре-
определяться как число энергетических уровней с моментом коли'-.

чества движения, равным [и (га +1)]1/2^. Это число никогда не
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может возрастать по мере возрастания п, так как увеличение

момента количества движения сопровождается увеличением центро-

центробежной силы, что приводит к ослаблению связи.

Если ка мало, то численное значение ч\п быстро убывает при

увеличении п. Ряд типичных кривых зависимости фазы от ско-

скорости приведен на фиг. 5, а.

Перейдем теперь к вопросу о возможных значениях парциаль-
парциальных сечений Qn, равных

п 4s Bга + 1) sins ч\п
Чп = ?

•

Из B.38) и B.39) следует, что если п > О, то Q-n никогда не

стремится к бесконечности при к—>0. Действительно, при п > 1

Qn всегда должно стремиться к нулю, по крайней мере как

#4п-4 и обычно как kin. Только в том частном случае, когда
п = 1 и /i/2 (к0 а) = 0, сечение Qn стремится к некоторому конеч-

конечному значению при к—>0. В этом случае, воспользовавшись

соотношением

/i/2 И = {j^J sm x,

находим

*->о

Поскольку это имеет место тогда, когда коа является кратным те

(отличным от нуля), т. е. тогда, когда lim<?0 исчезает, отсюда
fc- 0

'

*

следует, что предельное значение полного сечения при малых

скоростях никогда не может точно обратиться в нуль.
Типичные кривые зависимости эффективного сечения от ско-

скорости приведены на фиг. 6, а.

§ 4. Рассеяние потенциальным барьером

Рассмотрим теперь тот случай, когда потенциал рассеиваю-
рассеивающего поля задан в форме

V(r) =D (r<a),
V(r) = 0 (r>a).

Его можно рассматривать как частный случай поля отталкива-

отталкивания, которое при больших значениях г убывает с расстоянием
быстрее, чем г~2. Случай непроницаемой сферы, для которой D
стремится к бесконечности, будет исследован нами отдельно в

следующем параграфе.
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Записывай А'2 = А8~А2, где kl = 8x*mD/h2, имеем

-^thk'a) — ка {к < к0),* У
B.40)

Aa (А > Ао).

Ход волновой функции иллюстрируется фиг. 3, б. Для срав-
сравнения приведен также график функции G= sin кг. Фаза \ отри-
отрицательна, ее численное значение равно произведению длины

отрезка АВ на А;.

В предельном случае малых скоростей г\0 стремится к нулю
независимо от значения D. Эффективное сечение стремится при
этом к конечному пределу

который всегда меньше, чем 4тта2, т. е. всегда меньше, чем та

величина, к которой оно стремится при очень больших D. Этот

результат существенно отличается от результата, полученного
нами в рассмотренном выше случае потенциальной ямы. Мы

показали, что в случае потенциальной ямы аномальное изменение

эффективного сечения связано с существованием энергетических
уровней внутри ямы. В поле отталкивания таких энергетических
уровней быть не может, и эффективное сечение не обнаруживает
в соответствии с этим аномальных изменений. Зависимость пре-
предельного сечения при малых скоростях от коа приведена
науфиг. 4.

Анализируя вопрос о соотношении между числом энергети-
энергетических уровней и числом, кратным к, к которому значение

фазы стремится по мере того, как скорость убывает до нуля,
мы должны ожидать, что для поля отталкивания, в котором
не существует энергетических уровней, фаза •/)„ всегда должна

стремиться к нулю как при больших, так и при малых скоро-
скоростях. Такое предположение, как это следует из фиг. 5, б дей-
действительно оправдывается. С другой стороны, т>0 может проходить
через значения src, где s — отрицательное целое число, также

и при промежуточных значениях скорости. В таких точках

парциальное сечение нулевого порядка обращается в нуль
—

потенциальный барьер на больших расстояниях не оказывает

заметного влияния на волны, которым отвечает момент количе-,

ства движения, равный нулю, так как он как раз ликвидирует
целое число s волн, которые в его отсутствие существовали бы
в пределах расстояния а. Такая ситуация может иметь, место

только в том случае, если асимптотическое значение длины волны

меньше а; при этих условиях нельзя, однако, пренебречь парциаль-
парциальными сечениями высшего порядка. Поэтому не следует ожидать,
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что в случае поля отталкивания полное сечение где-либо будет
обладать резким минимумом, если рассматривать его как функцию
скорости. Этот результат существенно отличается от результата,
полученного нами для потенциальной ямы. При наличии потен-

потенциальной ямы в области, размеры которой меньше длины волны,

могут появиться дополнительные волны, так что могут .создаться

•условия, при которых все парциальные сечения высших порядков
малы при том значении скорости, при котором парциальное сече-

сечение нулевого порядка обращается в нуль.
Фаза г\п при к < к0 определяется уравнением

где

Cn = kl t(k'a)J t(ka)-k'J t{ka)I , (k'a),

Dn = kl
, (k'a)J , (ka)+k'J , (ka)I , (Fa),

& I
j (ж) — функция Бесселя, определяемая соотношением

. .. .-(-4)
"+Т

/
, (ix).

При к > к0 функцию /
, (Л'а) следует заменить функцией

J
, (k'a).

Мы имеем, таким образом,

где
I 1 (*0«)

Функция /
j (A;oa) обращается в нуль только при ко = 0.

-Этот результат находится в соответствии с тем обстоятельством,
что в рассматриваемом случае энергетических уровней не суще-

существует ни при каких значениях момента количества движения.

Фаза fjn, подобно фазе tj0, стремится к нулю как при к—>0,
так и при к—> со.

Типичные кривые зависимости фазы и эффективного сечения

от скорости приведены на фиг. 5, б и 6, б.
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§ 5. Рассеяние непроницаемой сферой

Этот случай является предельным случаем предыдущего

при D—>оо. Волновая функция G должна обращаться в нуль
на поверхности сферы, так что при ге = 0 имеем

G—sin к (г— а).

Это дает тH= —ка— результат, который может быть получен из

B.40) при к' -> оо.

Для фаз высшего порядка получаем выражение
J ±(ка)

B.43)

Предельное значение сечения при малых скоростях равно
в этом случае 4*a2, что в 4 раза превышает его классическое

значение. Интересно отметить, что даже при наибольших скоро-
скоростях сечение стремится не к своему классическому значению, но

к величине, которая превышает его вдвое. В этом можно убе-
убедиться следующим образом.

Если ка велико по сравнению с п, то можно заменить функ-
функций Бесселя их асимптотическими значениями. Это даст

•Пп=-ка-\пк. B.44)

Сумма парциальных сечений при п <ка может быть, далее,
заменена интегралом1)

ка

j Bz + l)sin2(ua- ^XK^dx = 27:a2 + 0Q^y B.45)
о

При п > ка отношение бесселевых функций в выражении B.43)
очень быстро убывает —как (ка/п)п, так что парциальными сече-

сечениями, для которых п > ка, можно пренебречь. Таким образом,
имеем

lim Q — 2 х Геометрическое сечение.

Этот несколько парадоксальный результат, полученный впервые
Месси и Мором [8], связан с невозможностью вполне точного

определения углов отклонения, обусловленной явлением диф-
фракции. Всегда имеется некоторый конус конечного раствора

(порядка к/ка), вершина которого находится в рассматриваемой

х) Более точное решение задачи, дающее лучшее [по сравнению
с B.43)] приближение для i\n, показывает, что делаемая ошибка порядка

0 {(йа)-2/»} [7].
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точке, а ось совпадает с направлением падения пучка, в преде-

пределах которого рассеяние отлично от классического. Хотя угол

раствора этого конуса может стать сколь угодно малым при

увеличении к, интенсивность потока, рассеянного внутри конуса,

остается равной по меньшей мере интенсивности потока, распре-

распределенного более или менее равномерно в остальной угловой
области. Поскольку последняя приближается к своему класси-

30° 60°
"

90°
Угол рассеяния

Фиг. 7. Угловое распределение для рассеяния твердой
сферой в случае Аи=20.

Пунктиром показано классическое распределение.

ческому значению, отсюда следует, что полная интенсивность

рассеяния в 2 раза превышает классическое значение. Для
иллюстрации на фиг. 7 ход функции I (Ь) в частном случае
ка — 20 сопоставлен с равномерным классическим распределением.

Для более подробного ознакомления с решением задачи о рас-
рассеянии непроницаемой сферой следует обратиться к оригиналь-
оригинальным статьям [7 — 9]. Некоторые приложения полученных резуль-
результатов к газокинетическим задачам будут рассмотрены в гл. XII, § 3.

§ 6. Рассеяние полем, обратно
пропорциональным кубу расстояния

Предположим, что на расстоянии г от ядра потенциальная
энергия равна уг~2. В таком случае волновое уравнение имеет вид

, = 0, р =
'

B.46)
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Решения этого уравнения выражаются формулой
г-1'2 J . (кг), B.47)

где V —один из корней уравнения

т. е.

=4[ - !± A + 4« + 4л2 + 4p)V2]. B.48)

Наша волновая функция L (г) должна быть конечной в начале

координат. Поскольку в начале координат r~1!^ J i (кг) ведет

себя, как rv, это значит, что v>0 при всех значениях и.

Если р положительно (поле сил отталкивания), то это усло-
условие выполняется для одного из корней и не выполняется для

другого. Искомое конечное решение является, таким образом,
единственным, как и в случае полей, обладающих особой точкой
более низкого порядка.

Если р отрицательно (поле сил притяжения), то имеются две

возможности. Если —

-г- < Р < 0, то при п = 0 оба решения имеют

особые точки в начале координат; однако одно из решений
обладает особой точкой более низкого порядка, нежели другое
решение. Воспользовавшись этим решением, мы можем получить

¦формулу, определяющую интенсивность рассеяния. Если, с другой

стороны, р < — -j-,
то оба решения вблизи начала координат

будут вести себя как г-1!* e±ialnr. В этом случае рассматриваемая
нами задача о рассеянии не имеет решения. У нас нет критерия
для выбора решения уравнения B.46); фаза у\0 не может быть,
таким образом, определена.

Возвращаясь к случаю поля сил отталкивания и воспользо-'

вавшись асимптотической формой функции B.47), получаем

'in — 2
л ^ ' "/>

где v—положительный корень уравнения B.48). При больших

значениях п это сводится к

Т 2п + \
'

Легко убедиться в том, что формула B.27) дает аналогичный

результат.

Поскольку в рассматриваемом случае фазовые сдвиги не зависят

от скорости, функция /F), характеризующая угловое распреде-
распределение, должна обладать одной и той же формой при любых
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скоростях, в противоположность случаям, рассмотренным нами

в предыдущих параграфах. Благодаря медленной сходимости фаз
г1п при больших значениях п ряды парциальных сечений не схо-

сходятся и полного сечения в этом случае не существует. Это обсто-

обстоятельство является следствием неограниченного возрастания

функции /(8) при е—>0 (см. гл. VII, § 1).

§ 7. Дисперсионная формула для сечения рассеяния

Мы приведем теперь- несколько иную формулу для парциаль-
парциального сечения, характеризующего рассеяние частиц с данным

моментом количества движения. Эта формула весьма сходна

с соответствующей формулой, описывающей оптическую дисперсию
в среде, содержащей затухающие осцилляторы с различными
естественными частотами. Следует отметить, что она не предста-
представляет практического интереса для решения задач, относящихся
к движению одной частицы; тем не менее эта формула может

послужить базисом для обобщения на случай задач многих тел,

таких, например, как ядерные столкновения, для которых

дисперсионные эффекты играют существенную роль (см. гл. VIII,
§ 8, и гл. XIII, § 2). При изложении мы будем следовать методу

Капура и Пайерлса [10].
Рассмотрим сперва случай частиц с моментом количества

движения, равным нулю, движущихся в некотором силовом поле,

которое полностью сосредоточено в области радиуса а. Волновое

уравнение имеет в этом случае вид

причем [/ = 0 при г > а. Отсюда при г > а имеем

Первый член этого выражения характеризует падающую волну,
второй — рассеянную волну. Парциальное сечение нулевого

порядка равно при этом

ИГ'
Условия непрерывности Go и dG0/dr при г = а дают

S = cos ha Go (a)—r s'wka ( -r-5 ) . B.50)
к \^ (IT J a

Амплитуда / падающей волны равнялась бы нулю при
условии

= 0 (г = а). , B.51)
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Это условие не может иметь места для всей области значений г;

мы можем, однако, выбрать уравнение B.51) вместе с условием

G = О при г = 0 в качестве граничных условий, справедливых на

границах конечного интервала 0<г<а, для определения ряда
собственных функций ($$4 и собственных значений к, уравнения

внутри этого интервала. Величина к\ в общем случае комплекс-

комплексная и является некоторой функцией к. Функции ©а взаимно

ортогональны, так что

Эти функции могут быть нормированы к единице:

Разложим теперь функцию Go, являющуюся решением рас-
рассматриваемой нами задачи о рассеянии, в ряд1) по функциям
@s и А3 в интервале 0<><;а. Разумеется, функция Ge не удовле-
удовлетворяет тем же граничным условиям, что и функция @8; однако

любая функция вида (Go-~ у) должна удовлетворять этим усло-

условиям, если

0, B.53)

-7* *"' <2-54>

а функция х является собственной функцией в области
Разлагая GQ в ряд по функциям (SJe, имеем

G0=2e«@. + X. B-55>

где

= \
а B.56)

l) Выбор частного ряда функций ©s для этого разложения может

показаться весьма произвольным; для решения задачи многих тел этот

метод представляет, однако, большой интерес (см. гл. VIII, § 8).



g 7. ДИСПЕРСИОННАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ СЕЧЕНИЯ РАССЕЯНИЯ 61

>

Подставляя это значение Go в выражение B.50) и используя
уравнение B.49), получаем

iVs(*2s-*2)

(а). B.57)

Эта формула справедлива для всех функций /, удовлетворя-
удовлетворяющих уравнениям B.53) и B.54). Мы можем при этом выбрать у
таким образом, чтобы оба последних члена выражения B.57)
были сколь угодно малыми, положив, например,

и выбирая множитель С так, чтобы удовлетворялись граничные
условия при г = а, и требуя, далее, чтобы а стремилось к беско-
бесконечности. Сохраняя в связи с этим в B.57) только члены, заклю-

заключенные в фигурные скобки, мы получаем для парциального сече-

сечения нулевого порядка формулу вида

Здесь

2 — 2e~ika sin ka . B.58)

j-j ©s(a) = Ws. B.59)

Воспользовавшись дифференциальным уравнением для CJS, имеем,

далее,

8*2m

Граничное условие B.51) дйет

rs = KJ2, B.60)
так как @s обращается в нуль при г — 0.

Сумма, входящая в выражение B.57), является характерной
для теории дисперсии в среде, содержащей ряд осцилляторов
с энергетическими уровнями Es естественной ширины Г8. Второй
член этого выражения характеризует экранирующее влияние рас-
рассеивающего поля и известен в ядерной теории как «потенциаль-

«потенциальное» рассеяние. Он совпадает со значением амплитуды волны,

которая была бы рассеяна непроницаемой сферой радиуса а.

Изложенный метод может быть обобщен на те случаи, когда
момент количества движения отличен от нуля и когда в дополне-
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*

ние к полю, сосредоточенному в области а, имеется поле, потен-

потенциал которого постепенно убывает, обращаясь в бесконечности
в нуль быстрее, чем г~2 г). Функция Gn, описывающая рассеяние,

удовлетворяет в этом случае уравнениям

= 0 (r<a), B.61)

Gn = 0 (r>a). B.62)

Функции @3 при ()</•< а должны теперь удовлетворять уравне-
уравнению B.61). Как и прежде, они обращаются в нуль при г = О,
но при г = а условие B.51) следует заменить условием

где

Функция Gn является решением уравнения B.62), имеющим

асимптотическую форму

Н. B.65)
С помощью тех же приемов, что и выше, получаем для пар-;

циального сечения п-то порядка выражение вида

п sin i)n B.66)

Значения Es, Ts и Ns при этом определяются выражениями B.59)
и B.56). т)„ представляет собой фазовое смещение волны п-то

порядка, обусловленное полем V, причем

^V->™ \r = a). B.67)

Второй член выражения характеризует амплитуду волны, рас-
рассеянной этим полем.

Величина ws связана с функцией Щ8(а) теперь уже не форму-
формулой B.59), но соотношением более общего вида:

2®*(«) = «V B-68)

1) Обобщение на случай кулонова поля дано в гл. III, § 5.
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При таком определении гаа, как и прежде,

Если W(r) = 0, то

i

2 n+2

Если, далее, Аа мало, то

/-Г-а
Это дает

^[й!. <2-69>'

Следует отметить, что в рассмотренном нами общем случае-
выбор величины а является в значительной степени произволь-

произвольным. В любом случае мы должны, разумеется, получить один
и тот же окончательный результат; относительная роль членов,

характеризующих дисперсию и потенциальное рассеяние, может

при этом, однако, меняться в значительных пределах. Тем не

менее при решении практических задач вопрос о выборе вели-

величины а в большинстве случаев решается вполне однозначным

образом (см. гл. VIII, § 8).
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Глава III

РАССЕЯНИЕ ПУЧКА ЧАСТИЦ КУЛОНОВЫМ ПОЛЕМ

§ 1. Введение

Если пучок заряженных частиц, обладающих зарядами Z'e,"
в котором за единицу времени через единицу площади попереч-
поперечного сечения проходит одна частица, рассеивается отдельным

ядром, обладающим бесконечно большой, массой и зарядом Ze,

то, согласно механике Ньютона, число частиц / (8) da>, рассеян-
рассеянных за единицу времени на угол 6 внутри телесного угла do»,

определяется выражением
, 8

где т и v — масса и скорость падающих частиц. Впервые фор-,
мула C.1) была получена Резерфордом; ее доказательство при-
приводится в различных учебниках [1], и мы не будем здесь на нем

останавливаться. Эта формула находится в согласии с экспери-
экспериментальными данными о рассеянии а-частиц тяжелыми ядрами.

В этой главе мы покажем, что точно такую же формулу дает
и волновая механика. Рассмотрим вопрос о рассеянии потока

заряженных частиц (электронов или а-частиц) тяжелым ядром,
причем предположим, что сила взаимодействия между частицей
и ядром обратно пропорциональна квадрату расстояния между
ними. В таком случае:

лт i \ z<°2
V (г) — для электронов

и

V (г) = для а-частиц,

где Z —атомный номер рассеивающего ядра.
Запишем в общем виде

У(г) = Щ?, C.2)

где Z'e — заряд рассеивающейся частицы, причем Z' положительно
или отрицательно в зависимости от того, заряжена ли эта частица

положительно или отрицательно. Волновое уравнение имеет

в таком случае вид

7,7/е1- ¦
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Покажем, что решение этого уравнения может быть получено
в следующей асимптотической форме:

ф~/ + Sf F), (ЗЛ)

где / характеризует падающую волну, S — рассеянную волну и

В гл. II было отмечено, что приведенный нами метод вычисле-

вычисления амплитуды рассеянной волны пригоден лишь в том случае,
когда при возрастании г до бесконечности V (г) стремится к нулю
быстрее, нежели т- .Это связано с тем обстоятельством, что

ограниченное решение Ln(r) уравнения

имеет асимптотическую форму1)

кг—-jn-7:+-qn —a In 2кг\ где а =
"

ы

е

, C.7)

отличающуюся от функции B.15) наличием логарифмического
члена. Гордон [2] показал, однако, что в соответствии с уравне-
уравнением B.16) волновая функция, описывающая рассеяние, имеет

вид
¦

•

Ф (Г. 9) = S Bга + 4) *'VT|nL» (г> Р« (cos 6)- C;8>
п=0

Он показал также, что эта функция может быть представлена
в следующем виде2):

е-1/2т;аГA + г-а)ег*гсо391/г1[_г-а; 1; ikrA-cosb)], C.9)
л имеет асимптотическую форму

. .7 + 5/(в),
где

I = exp [ikz + ia\n k(r — z)], C.10)
S = r-1 exp (ikr - ia In At-), . C.11)

|/(в) | определяется выражением C.5), а фаза /F)~уравне-
/F)~уравнением C.16).

Функции C.10) и C.11), характеризующие соответственно

падающую и рассеянную волны, отвечают кулонову полю. Эти

функции могут быть получены следующим образом.

х) Это доказывается в § 4, где определяется' значение ijn.
2) Функция ji?! определена, в § 3. .,

¦

° Н. Мотт и Г. Месси
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Если мы будем рассматривать все классические гиперболиче-
гиперболические орбиты с одной общей асимптотой, направленной справа
налево параллельно оси z, то мы должны ожидать, что фронт
падающей волны окажется нормальным ко всем этим гиперболам.
На больших расстояниях от ядра поверхность, перпендикулярная
к этим гиперболам, будет определяться не уравнением z — const,
но, как это было показано Гордоном [2], уравнением

¦ ZZ'e2, ,
,

.

z Л г In «(г — z) = const.

Падающая волна даже на бесконечно большом расстоянии иска-

искажена ядром, с которым она сталкивается. Мы должны поэтому
ожидать, что она будет описываться функцией

которая эквивалентна функции C.10). Функция C.11), харак-
характеризующая рассеянную волну, может быть получена аналогич-

аналогичным образом.
В следующих параграфах мы покажем, что выражение C.9)

является решением волнового уравнения и что оно обладает
асимптотической формой, определяемой функциями C.10), C.11)
и C.5). При этом мы не будем пользоваться разложением C.8),
применяемым в теории Гордона, но будем решать волновое урав-
уравнение непосредственно. Впервые подобный метод был предложен
Темплем [3].

§ 2. Решение волнового уравнения
для случая рассеяния кулоновым полем

Мы будем решать волновое уравнение

7«ф+(**_±)ф = 0, C.12)

где

Полагая

<]>

получим

V*F + 2ik^—B= 0. C.13)

Это дифференциальное уравнение обладает решением вида

F = F(r-z).
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Воспользовавшись этим, получаем . ...,

2 (l - у) F" +у
F' +Ш(у- 1)/?" —?¦ F = 0.

Умножив это уравнение на г, мы убеждаемся в том, что пере-
переменные г и z входят в него только в виде разности (г — z) откуда
следует, что решение искомого типа действительно существует.
Полагая

t, = r — z,

имеем

Если в качестве решения мы выберем функцию

то характеристическое уравнение дает нам [/2 = 0; решение,
являющееся конечным в начале координат, имеет, следова-

следовательно, вид

л-0

Подставляя это значение F в уравнение C.14) и приравнивая

нулю коэффициенты при Z,n, получаем рекуррентную формулу

откуда

(«*)»+' П
s-0

/^ представляет собой, таким образом, гипергеометрическую
функцию (см. § 3)

Р = ХРХ (-w; I; iK),
где

Р 2-ZZ'e2
а ~

2к
~

ко
'

Асимптотическое разложение функции F мы приводим в § 3; иае

Уравнения C.24) следует, что F = W1 + W2, где при больших г
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причем

С точностью до членов порядка ?-1 имеем

Функции Wi и W%, будучи умножены на eihz, представляют
соответственно падающую и рассеянную волны. Нас интересует
падающая волна с единичной амплитудой; полную волновую^
функцию, характеризующую рассеяние, мы выберем поэтому
в виде х)

1

ф (г, б) = е 2it'"'r(l + ia)eto1JF'1( — ia; 1; iK), C.15)j

где

2nZZ'e2' . ,. оч
а — —г-—¦,, Z = r — z — r (I — cos о).

Асимптотическая форма этой функции

где

., (r-^-z) ехр [ikz-j-ialnk(r— z)],IK J

/ (9) = ^U cosec2-|exp [ - win A -cos 6) + йс + 2г\], C.16.;

причем

Заметим, что Z' в этих формулах равно +2 для а-частий]
и —1 для электронов.

1) Зоммерфольд [4] полагает

у (г, 8) = е

* aeii;r \ я1ае-хУ0 B

где /0—функция Бесселя.
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Волновой фронт падающей и рассеянной волн характеризуется
соответственно функциями C.10) и (ЗД1).

Интенсивность рассеяния 7(9) определяется выражением

т. е. формулой Резерфорда.
Примечание. В начале координат функция C.15) дает

(ЗЛ7)

В случае сил отталкивания, действующих, например, между
а-частицей и ядром, а положительно. Если а велико и положи-

положительно; как, например, для медленных а-частиц, то |ф|2 в начале

координат очень мало. Это означает, что к ядру приближается
очень мало а-частиц. Если а велико и отрицательно, как, напри-
например, для медленных электронов, то | ф |2 в начале координат
достаточно велико — порядка |а|. Если же а мало, то функ-
функция C.15) во всех точках пространства не отличается заметным

образом от плоской волны eikz.

Условие малости а является также условием применимости

приближения Борна (см. гл. VII), рассматривающего V (г) как

возмущение. В этом легко убедиться, выбирая при записи волно-

волнового уравнения за единицу длины 1/к,
¦'"¦''

§ 3. Обобщенные гипергсомстрическис ряды '

В этом параграфе мы ознакомимся с некоторыми свойствами

функции

(а; Ъ; ж) = 1 +^2+т^±^_ ,.+ ...., C.18)

рассмотренной в § 2. В дальнейшем мы будем отбрасывать
индексы при F, так как какими-либо другими функциями гипер-
гипергеометрического типа мы пользоваться не будем. Функция Л/j., m(z),
введенная Уиттекером [5] (конфлюентная гипергеометрическая
функция), связана с функцией ^Fi соотношением

Jf*,m = zM+2e-2 V^-i+ m-ft; 2m+l; z") .

Заметим, что F (а; Ъ\ z) является решением дифференциаль-
дифференциального уравнения
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Had интёресуе? асимптотическое разложение функции F (а; Ъ; z),
¦справедливое для больших значений | z | при постоянных значе-

значениях а и Ь. Это разложение является общеизвестным [5]. Мы
приведем его здесь в виду его важности для решения задач,

связанных с кулоновыми сипами, причем ограничимся рассмо-
рассмотрением того случая, когда Ъ— целое положительное число,
a z— комплексная величина.

Представим функцию F в виде интеграла, взятого по контуру.
Для этого воспользуемся теоремой, согласно которой для любого

положительного целого т

где у
— произвольный замкнутый контур, охватывающий начало

координат и направленный против часовой стрелки. Доказатель-
Доказательство этого соотношения элементарно.

Функция F может быть записана в следующей форме:
ар

F(a; b;x) = (b-i)l% f
где с„

— коэффициент при х" в разложении бинома A — х)~а.
С помощью соотношения C.20), полагая т = Ь-\-п — 1, получаем

F(a; b; z) =Щ
Выбирая контур у таким образом, чтобы для всех его точек удо-

удовлетворялось условие

мы можем представить порядок суммирования и интегрирования,
так как ряд сходится при всех значениях t. В результате по-

получаем

F (*: *•>. *) = (^г К1 - т) ~a^-bdt- (З-22)

Заметим, что, в силу соотношения C.21), контур интегрирова-
интегрирования у должен охватывать точку t = z. Мы можем поэтому, не

изменяя численного значения интеграла, преобразовать у в любой

замкнутый контур, охватывающий точки t = 0 и t = z. Ясно,
далее,' что выражение, стоящее под знаком интеграла, является

однозначной функцией /.

Для нахождения асимптотического разложения функции C.22)
преобразуем контур у в контур у', изображенный на фиг. 8.
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Благодаря наличию множителя е' под знаком интеграла те участ-
участки контура у'/ Для которых вещественная часть t велика и от-

отрицательна, существенной роли не играют. Если части АВ и CD

контура у' (см. фиг. 8) мы будем удалять на бесконечное расстояние
от мнимой оси, то выражение C.22) можно будет заменить сум-
суммой двух интегралов, один из которых берется по нижней части

контура, а другой—по верхней. Положим соответственно

где

F(a; Ь; z) = W1(a; Ъ; z) + W2(a; b; z),

*М«;

C.23)

Tl

Фиг. 8.

a Yi принимает значения от — ю до
— оо при обходе начала

координат против движения часовой стрелки. Функция W2 оп-

определяется точно таким же выражением, с той разницей, что

интегрирование производится по контуру, охватывающему точ-

точку t = z. Полагая в выражении для W%

t — z — u,

мы преобразуем тем самым контур интегрирования в контур ух,
охватывающий начало координат, и получаем

Tl

Найдем теперь асимптотическое разложение функций Wt и Wt.
Имеем

•а
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Разлагая в ряд A ) и A-\—\ и воспользовавшись

соотношением [5]
4 1

Г (х)

получаем

{ )
C-24)

-a, b-a; z),

где функции G—полусходящиеся ряды вида

G(а, р, 2) = 1 + ^-jy-\
Подставляя C.24) в C.23), находим искомое асимптотическое раз-
разложение функции F.

§ 4. Радиальные волновые функции для состояний

с положительной энергией в кулоновом поле

Рассмотрим теперь решения уравнения C.6). Хотя законы

рассеяния чисто кулоновым полем можно найти, не прибегая
к этим решениям (подобно тому, как это было сделано в § 2),
они необходимы при рассмотрении любой задачи о рассеянии,
если имеет место отклонение от "кулонова поля. Так, например,
они имеют существенное значение при исследовании различных

вопросов ядерной физики (см. § 5 и гл. XIII, § 1 и 2).
. Если мы положим № = 2тЕ/Ъ?, a = ZZ'e2/tiv, p*=kr, то урав-

уравнение C.6) примет вид

Подстановка L = ^e^F приводит к уравнению

которое в результате подстановки

?=±iz
дает

g ? )F = 0. C.26)

Уравнение C.26) имеет такой же вид, как и уравнение C.19).
Имеются два независимых решения этого уравнения:

Wit2 (ia + n + l, 2п + 2, z).
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1. Ограниченное решение Ъп. Решение, регулярное в начале

координат, имеет вид ;

F(ia + n + l, 2л + 2, z)~W! + W,. C.27)

Асимптотическое разложение этого решения может быть найдено
с помощью соотношений C.24).

Если в качестве ограниченного решения уравнения C.6) мы

выберем

Ln =е~
%Л

'''УДУ 'BЛтГе«^Aа + п + 1; 2л + 2; - 2**г, C.28)

то

Ln ~ (kr)-1 sin f кг
—-^ птс-\-г\п — о1 In 2Лх J ,

причем

т|п = arg Г (л + 1 + га).

2. Неограниченное решение Ям. В качестве второго реше-
решения Кп удобно выбрать решение, имеющее асимптотическую'форму

Кп ~ (kr)-1 cos Скг —
y

птс + т)„ — a In 2А;г^ , C.29)
так что

кп = fe-т 7talrg++1 + tg)'
(гл^-е*- (^- ту,)- (з.зо>

Разложение в ряд функции Кп при и = 0 было найдено Сек-
слем [6], затем распространено Иостом, Уилером и Брейтом [7J
на случай любых значений п. Было показано, что

2п41 п

2 ^+ S йЙг+

где
1

'

,2n

,,1.sir (я —s+1— га

3 = 0

oo

1 ,

'

VI / .ч, Г(п +1 + s + la)sh ua 2 ( " 0s
1 ,

- _ sh ua
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Здесь Re обозначает вещественную часть соответствующего вы-

выражения; у — постоянная Эйлера.

3. Численный расчет Ъп и Кп. Функции C.28) и C.31)
неудобны для численных расчетов, так как они содержат мнимые

величины. Иост, Уилер и Брейт [7] нашли разложения решений,
содержащие только вещественные величины и удобные для ис-

использования при условии, что р не слишком велико. Они иссле-

исследовали также методы вычислений, пригодные в тех случаях, ког-

когда ряды сходятся слишком медленно. Таблицы этих функций для

полей отталкивания составлены для га = 0, 1, 2 и широкой об-

области значений а и кг [7, 8].

§ 5. Проницаемость потенциального барьера
для случая кулонова поля

Частица с зарядом Ze, приближаясь к атомному ядру с за-

зарядом Z'e, отталкивается кулоновым полем ZZ'e2/r на расстоя-
расстояния г, превышающие радиус ядра R, Определим вероятность
того, что частица с данной начальной кинетической энергией
(< ZZ'e2/R) и данным моментом количества движения окажется

на расстоянии R от ядра, несмотря на наличие сил отталкива-

отталкивания. Пусть r~xGn — собственное значение радиальной волновой

функции, описывающее движение частицы с данным моментом

количества движения [п(п + 1)]1/2Й в видоизмененном кулоновом
поле и имеющее асимптотическую форму

rn aln2k + +j C.32)

где с„ — дополнительный сдвиг фазы, обусловленный отклонением

от кулонова поля при г < R. В таком случае G2n (R) может быть

определено как проницаемость потенциального барьера е~р».
Наиболее удобным способом оценки Рп является применение

метода приближения Джефриса (см. гл. I, § 6). Уравнение, ко-

которому удовлетворяет Gn, может быть записано в виде

где

41-w\ Ъ2
п TtlZjZj € U (re +-1) , jjx rrj oo\

1\Г) = К" r^ -j- (/* > /ij. (O.oo)

По классической теории при наименьшем значении R, равном
Ro, имеем f(Ro) = O. При г > Ro решение носит колебательный

характер. При г < Ro может быть найдено экспоненциально воз-

возрастающее или экспоненциально убывающее решение. Нас инте

ресует такое решение, которое убывает по мере уменьшения
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при г < Ro. Согласно приближению Джефриса, это решение
имеет вид

Г
1/2 ->

•— ¦/ /?• \ 1 fit* ъ A* ¦*"*¦" п 1

/ \ /J f \ ^* 0/'

";
12

(з.з4)

Во

Отсюда для вероятности проникновения имеем

S} C-35)
Во

Соотношение C.35) фактически основано на двух различных
приближениях. Прежде всего при г < Я мы пренебрегли влия-

влиянием взаимодействия на волновую функцию Ln, так что она

выбрана в форме C.28), применимой для чисто кулонова
поля. Повидимому, эта функция является хорошим приближе-
приближением, если степень проникновения мала. Следующее приближение
заключается в том, что функция C.28) взята в приближении
Джефриса. Иост, Уилер и Брейт [7], исследовавшие точность

этого метода, нашли, что, в то время как C.35) является в этом

отношении хорошим приближением, точность решения на много

повышается в результате замены п(п + 1) в выражении для f(r)
на (п+~J (см.'гл. VII, § 6).

Подставляя / (г) из C.33), после интегрирования получаем

-.^'C-36)
где

д-йг и У=

представляют собой соответственно отношения исходного значе-

значения кинетической энергии и исходного значения вращательной
энергии к высоте барьера при r = R. Необходимо только заменить

A
\ 2

п + ~2 ) > если желательна бо-

более высокая точность результатов.

Дисперсионные формулы для рассеяния кулоновым полем.

При выводе дисперсионной формулы B.64) для сечения рассея-
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ния предполагалось, что, помимо силового поля, сосредоточен-
сосредоточенного в области радиуса а, имеется еще дополнительное поле,

потенциал которого постепенно убывает с расстоянием и обра-
обращается на бесконечности в нуль быстрее, чем г~2. Если до-
дополнительное поле есть кулоново поле ZZ'e2/r, так что при r> a

функция, введенная в рассмотрение в гл. II, § 7, удовлетворяет
уравнению

то мы можем попрежнему определить величину / с помощью

соотношений B.63) и B.64), однако G+ должно являться реше-

решением уравнения B.37), имеющим асимптотическую форму

G+ ~ ехр Г i (кг - -i rnz - a In 2кг) 1 , C.38)

где а имеет гот же смысл, что и в § 4. Соотношение B.66) при
этом сохраняется, но т)п теперь определено таким образом, что

собственное решение уравнения для движения с моментом коли-

1/2 .
.

чества движения, равным [п(п+1)\ %, в поле

oo (г«=

имеет асимптотическую форму sin (кг —^ лп — a In 2kr -j- vjn).
Мы имеем теперь при г = а

где Ln и Кп определяются соответственно соотношениями, при-

приведенными выше в § 4. Это дает [см. формулу B.68)]

Для определения функций Кп и Ln мы можем использовать

приближение Джефриса. Если при г = а кулонова энергия оттал-

отталкивания превышает исходное значение кинетической энергии, то

fnl = [-A2/(«) (
Ьп> До

где / (г) определяется формулой C.33). При малой «степени

проникновения» находим

где /•„ удовлетворяет уравнению C.35).
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Сопоставление этого результата с формулой B.69) для случая

л = 0 показывает, что влияние кулонова поля, как и следовало

ожидать, сводится к появлению дополнительного множителя,

характеризующего степень проникновения этого поля.
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Глава IV

СПИН ЭЛЕКТРОНА

§ 1. Магнитный момент атома

При рассмотрении некоторых задач теории столкновений ока-

оказывается необходимым принимать во внимание спин электрона.
Гипотеза о том, что электрон обладает осью симметрии и,

следовательно, четвертой степенью свободы, была введена в 1925 г.

еще до развития новой квантовой механики, с целью объяснения

того факта, что для классификации энергетических уровней
атома необходимы четыре квантовых числа. В новой квантовой

теории методы описания спина были разработаны Паули [1}
и Дарвином [2]. Основываясь на чисто релятивистской трактовке
волнового уравнения, Дирак [3, 4] показал затем, что существо-
существование спина является необходимым следствием принципа отно-

относительности. В этой главе мы будем сперва придерживаться
трактовки Паули, оказывающейся достаточной в тех случаях,
когда спин влияет лишь на свойства симметрии волновых функ-
функций, тогда как действием спиновых сил можно пренебречь. Это
имеет место во всех тех случаях, когда скорость рассматрива-
рассматриваемых электронов мала по сравнению со скоростью света. Мы

покажем, далее, как эта теория связана с теорией Дирака и рас-
рассмотрим те задачи теории столкновений, при решении которых
спиновыми силами пренебречь нельзя.

В релятивистской теории Дирака спиновые свойства электрона
могут быть установлены на основании весьма общих соображе-
соображений. В более элементарной теории спиновые свойства определяют
обычно на основании экспериментальных данных и описывают

их в терминах понятий волновой механики. Мы будем исходить

сперва из того факта, что, согласно опытам Штерна — Герлаха,
атом с одним электроном в ^-состоянии во внешней оболочке

обладает магнитным моментом, равным eh/Avmc (одному магне-

магнетону Бора). Для простоты мы будем говорить об атоме водорода.
Заметим прежде всего, что если направление магнитного

момента водородного атома первоначально не было известно,

то не существует такого опыта, с помощью которого оно могло

бы быть определено. В этом можно убедиться следующим обра-
образом. Предположим, что сделана попытка измерить магнитное

поле И вне атома с целью определения направления магнитного
момента этого атома. Подобную попытку можно было быосуще-
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ствить, например, пропуская электрон мимо атома и наблюдая откло-

отклонение, испытываемое при этом электроном. Порядок величины

такого отклонения может быть определен следующим образом.
Если электрон проходит на расстоянии г от атома, то порядок
величины Н на этом расстоянии приближенно равен

Сила1), действующая на электрон, равна eHv/c. Эта сила дей-

действует в течение промежутка времени порядка г/о и создает,,

таким образом, дополнительный импульс порядка еНг/с. Откло-
Отклонение, вызываемое такой силой, равно, следовательно, effr/mco.
Для того чтобы это отклонение могло быть наблюдено, оно

должно превышать естественную спектральную ширину пучка
волн, характеризующих электроны. Если Аг — геометрическая
ширина этого пучка, то его спектральная ширина равна h/mv&r.
Должно соблюдаться, таким образом, следующее условие:

eHr h

mcv mvXr
'

Подставляя сюда значение Н, получаем

>

Для того чтобы отклонение электрона оказалось наблюдаемым,
г должно быть больше радиуса атома. Мы видим, таким образом,
что Дг по крайней мере в 20000 раз больше, нежели г. Изме-

Измерение отклонения электрона оказывается поэтому невозможным.

Момент отдельного атома может быть определен только

с помощью опыта Штерна—Герлаха, в процессе которого атом

испытывает возмущающее воздействие. Опыт Штерна—Герлаха
показывает, что в магнитном поле Н атом водорода приобретает
дополнительную энергию, равную ± МН; оказывается, далее,
возможным разделить атомы, обладающие двумя различными
возможными значениями энергии. Мы видели, что направление
магнитного момента атома не может быть измерено; будем поэтому
считать, что если направление магнитного момента некоторого
атома характеризуется единичным вектором 1, то это значит, что

этот атом прошел через неоднородное магнитное поле Н направ-
направления 1 и что он находился в отклоненном пучке, обладая энер-
энергией — НМ.

Выясним теперь, отличается ли чем-либо такой атом от лю-

любого другого атома? Можно ли сделать какие-либо утвер-

_
*) Если пренебречь влиянием спина электрона и рассматривать послед-

последний как точечный заряд. (Прим. ред.)
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ждения относительно дальнейшего поведения такого атома в отличив]

от всех других атомов? Мы видели, что направление магнитного

момента атома измерено быть не может. Можно, однако, под-

подвергнуть атом воздействию второго неоднородного поля Н',
обладающего новым направлением Г, и выяснить, будет ли атом

обладать в этом новом поле энергией ± Н'М. Зная условия,
в которых атом находится до такого опыта, можно определить
вероятность того, что атом приобретет одно из этих двух зна-

значений энергии1). В том случае, когда направления 1 и Г совпа-

совпадают, энергия атома безусловно будет равняться —Н'М.

Покажем теперь, как вычислить интересующую нас вероятность
в более общем случае. Для этого следует прежде всего перейти
к понятиям и обозначениям квантовой механики.

Атом, магнитный момент которого ориентирован в направ-
направлении 1, будем описывать волновой функцией

Аргумент волновой функции s должен характеризовать энергию,
которую атом приобрел бы при прохождении через второе неодно-

неоднородное магнитное поле. Выберем некоторое произвольное направ-
направление в пространстве, например ось z, и обозначим через H'Ms

ту энергию, которой обладал бы атом, если бы он прошел через7
магнитное поле Н', обладающее этим направлением. Вероятность
того, что эта эйергия будет иметь некоторое данное значение,

определяется величиной |х(*)|2- Мы знаем, что х отлично от нуля
только при «1=^1. Функция х имеет, таким образом, только

два отличных от нуля значения: х( + 1) и )С( —1)> квадраты
модулей которых определяют вероятность того, что энергия атома

будет равна ±МЕ'. Ясно, что | уг (s)|2 будет зависеть только

от угла между направлением 1 и направлением оси z.

Если вектор 1 параллелен оси z, так что энергия атома

равна —МН, то

Х( + 1) = 0,

Х( —1)=1. D,1)
Обозначим эту функцию через -Хр (s). Через Ха обозначим соот-

соответствующую функцию для того случая, когда 1 имеет противо-
противоположное направление:

M + D-1,
42

z.(-l) = 0. ( '

Заметим, что определенные таким образом функции X» и ХР

нормированы и взаимно ортогональны.

г) За исключением того случая, когда поле меняется столь резко,
что атом переходит из поля Н в поле Н' за время, малое по сравнению
с периодом ларморовой прецессии; в таком случае расщепление уровня
не происходит [5].

-
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Волновые функции уа и у§ описывают два стационарных
состояния системы, т. е. два состояния, энергии которых известны.

Общее состояние системы характеризуется волновой функцией

где А и В—произвольные комплексные постоянные, удовлетво-

удовлетворяющие условию нормировки

+ ВВ*=1.

Основываясь на инвариантности по отношению к повороту коор-

координатных осей, можно показать [3], что если направление
магнитного момента атома определяется сферическими коорди-
координатами 6 и <р и если параметр s характеризует энергию атома

в магнитном поле, направленном по оси z F = 0), то

?=-ctgi-e*. D.3)

Пренебрегая произвольным фазовым множителем, получаем

Вероятность того, что в новом поле атом будет обладать энергией
— МН, определяется, таким образом, величиной cos2-^-» а веро-

вероятность обладания атомом энергией +МН определяется вели-

чиной sin2 ^
• Вероятность нахождения электрона на данном рас-

расстоянии г от ядра будет при этом приблизительно такой же,
как если бы атом не испытывал воздействия магнитного поля;

она определяется квадратом волновой функции

<1> {г) = (г.а30)-1!ч-г1а<>.
Полная волновая функция атома представляет собой произведе-
произведение вида

Эта волновая функция является лишь приближенной, так как

распределение заряда в атоме может до некоторой степени

зависеть также и от ориентации спина в магнитном поле.

Можно, однако (более точно), описать состояние атома с помо-

помощью волновой функции вида

4»(г, s) (*=1, -1). D.4)
Эта функция может быть интерпретирована следующим образом:
величина

|4>(г, s)\2 dxdydz (s=l)
6 Н. Мотт и Г. Месои *
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есть вероятность того, что в магнитном поле, направленном
по оси z, атом будет обладать энергией ¦+- МН, а электрон будет
при этом находиться в элементе объема dxdydz.

Вид функции <j> (r, s) может быть определен лишь с помощью

релятивистской теории электрона, предложенной Дираком. Заме-
Заметим, что совершенно безразлично — пользуемся ли мы волновой

функцией D.4) или же записываем две отдельные функции от г:

фа(г) и ф*(г). При скоростях электрона, значительно меньших,

скорости света, как <]>„, так и <|>6 являются приближенными
решениями уравнения Шредингера.

§ 2. Магнитный момент электрона

Выше речь шла о магнитном моменте атома. Мы не будем
останавливаться здесь на рассмотрении опытных данных, полу-
полученных на основании изучения аномального эффекта Зеемана,
гиромагнитного эффекта и т. д., свидетельствующих о том, что

электрон обладает четвертой степенью свободы, магнитным мо-

моментом ек/Аттс и механическим моментом -^-ЩЪх. Ограничимся
лишь замечанием, что, согласно теории Шредингера, основное

состояние атома водорода является невырожденным и, следова-

следовательно, для объяснения расщепления линий в магнитном поле,

обнаруженного опытами Штерна—Герлаха, необходимо предполо-
предположить, что электрон обладает четвертой степенью свободы.

Современные данные о том, что электроны обладают магнит-

магнитным моментом, были получены на основании излучения их дви-

движения в атомах. При изучении явлений столкновения необходимо
выяснить, какой смысл может иметь магнитный момент свобод-
свободного электрона. Точно так же, как и в случае атома, опреде-
определение магнитного момента электрона с помощью магнетометри-
ческих опытов оказывается невозможным. Это может быть
показано [6] с помощью следующих соображений, принадлежащих

Бору. Предположим, что положение электрона известно с точ-

точностью Дг и что мы хотим определить магнитный момент этого

электрона в точке, находящейся на расстоянии г от него. Какие-
либо заключения относительно магнитного момента электрона

могут быть сделаны на основании наших измерений лишь в том

случае, если

Аг < г. D.5)
Поле Н, которое мы хотим измерить, будет при этом порядка

Если электрон движется со скоростью «, то при его движении
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будет создаваться магнитное поле порядка ev/cr2; напряженность
этого поля не может быть определена точно, так как величина v

нам точно не известна. На основании измерений магнитного

У

х

Фиг. 9.

иоля можно, таким образом, сделать какие-либо заключения отно-

относительно магнитного момента электрона'лишь при условии, если

М еДи

где Д« — неточность в определении «. Согласно принципу неоп-

неопределенности,

аг ¦ Ду > —

,

т
'

что приводит к неравенству

противоречащему неравенству D.5). Отсюда можно заключить

что измерение магнитного момента электрона с помощью опытов

такого рода невозможно.

Покажем теперь, что опыт Штерна—Герлаха не дает возмож-

возможности определить магнитный момент свободного электрона или же

иолучить пучок электронов, магнитные моменты которых обла-
обладают одним и тем же направлением. Это доказательство также

принадлежит Бору.
Предположим, что пучок электронов движется параллельно

?°и z (т. е. перпендикулярно к плоскости чертежа; см. фиг. 9).
"а фиг. 9 указаны полюса магнита, а также силовые линии.

6»
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Опыт ставится с целью наблюдения расщепления пучка в направ-
направлении у. Сила, действующая на электрон и стремящаяся расще^
пить пучок, равна ¦[

±МЭ-^. D.6)

На электроны будет также действовать сила, обусловленная
их движением в магнитном поле. Электроны, движущиеся
в плоскости Oyz, будут находиться под действием силы, направо
ленной вдоль Ох. Эта сила перпендикулярна к направлению!
расщепления, она будет вызывать лишь смещение пучка вправо!
или влево. Однако электроны, не находящиеся в плоскости Oyz,;
будут испытывать воздействие силы, направленной вдоль Оу
поскольку силовые линии в неоднородном магнитном по»

не могут быть прямолинейными и, следовательно, поле

должно иметь составляющую Их по оси Ох. Эта сила будет;
порядка \

с
ч '¦

Сравним ее с силой D.6), стремящейся расщепить пучок. На

расстоянии Ах от плоскости Oyz составляющая Нх равна -~ Дж,

8HV
или, так как div/7 = 0, равна—^— Дж. Силы, определенные

выражениями D.6) и D.7), относятся, следовательно, друг
к другу, как

eh 9Hy ev дНу
4ттс ду с ду

или же как

!:*?, D.7а)

где ).— длина волны, характеризующей электроны, равная h/mv.

Предположим теперь, что ± Дж — расстояние двух границ пучка
от плоскости Oyz. Поскольку Дж должно быть больше X, ясно, что

границы пучка отклонены в противоположных направлениях
на углы, превышающие угол расщепления, который мы хотим

измерить.
Для доказательства того, что наблюдение расщепления невоз-

невозможно, рассмотрим след, оставляемый электронным пучком на

фотографической пластинке. Предположим, что можно получить
более тонкие пучки, нежели это допускается принципом неопре-

неопределенности, так что толщина Ду пучка в направлении у могла

бы быть бесконечно малой. До прохождения пучка через
магнитное поле его поперечное сечение будет иметь форму,

женную на Фиг. 10, а. После прохождения через поле
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поперечное сечение пучка будет иметь форму, изображенную
на фиг. 10, б, где показан след, оставленный пучком на фото-
фотографической пластинке. Наблюдающийся перекос обусловлен
лорентцовыми силами, рассмотренными выше. Если ABC и А'В' —

две линии, параллельные Оу и находящиеся на расстоянии X

Y////;Y//////////7,
У//////////УЛ',

Дх-

Фиг. 10

друг от друга, то из D.7а) следует, .что перекос столь велик,

что АВ > ВС. Если линия ЛРу проведена перпендикулярно
к следам, оставленным электронным пучком, то Л8>Ру- Но

-4C < X и, следовательно, расстояние ру между следами меньше,

нежели X. Максимальное возможное расстояние между следами

равно, таким образом, X. В действительности мы не можем

получить след ширины порядка X. Измерение расщепления пучка

оказывается, таким образом, невозможным.

На основании этих соображений мы должны прийти к заклю-

заключению, что приписывание магнитного момента свободному элек-

электрону лишено смысла. Если, однако, электрон находится в атоме
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1

в s-состоянии, то атом обладает магнитным моментом, и 9Tdi

обстоятельство является свойством электрона. Как мы увидим^;
согласно релятивистской теории электрона, принадлежащей
Дираку, этот магнитный момент в общем случае отличевй
от ek/inmc; он равен eh/inmc только тогда, когда скорость электрона!
в атоме мала по сравнению со скоростью света (см. § 3).:
Согласно теории Дирака, связанный электрон, находящийся
в своем основном состоянии в поле ядра с зарядом Ze, создает
магнитный момент, равный1)

3^) eh ( _2nZe*\ ,,

Утверждение о том, что свободный электрон обладает четырь-
четырьмя степенями свободы, имеет, однако, совсем иной смысл, так

как едва ли можно себе представить, что в атоме электрон обла-

обладает четырьмя степенями. свободы, в свободном же состоянии —

тремя. Интересно выяснить в связи с этим, существуют ли ка-

какие-либо опыты, с помощью которых эта четвертая степень сво-

свободы могла бы быть обнаружена? Можно лн получить «поляри-

«поляризованный» в каком-либо смысле пучок электронов и можно ли

обнаружить эту поляризацию?
В настоящее время нет каких-либо определенных эксперимен-

экспериментальных данных, позволяющих ответить на этот вопрос; теорети-
теоретические соображения показывают, однако, что как получение та-

такого поляризованного пучка, так и обнаружение его поляриза-
поляризации являются принципиально возможными. Рассмотрим следую-
следующий опыт. Предположим, что пучок атомов получен с помощью

опыта Штерна—Герлаха, причем оси всех атомов обладают одним

и тем же направлением, например параллельны оси z. Предполо-
Предположим, далее, что ?ти атомы освещаются ультрафиолетовым све-

светом, что приводит к испусканию из них электронов. Получае-
Получаемый при этом электронный пучок можно назвать поляризован-
поляризованным. Действительно, предположим, что электрон ведет себя

подобно маленькому магниту, и выясним, могут ли силы, доста-

достаточные для вырывания электрона из атома, вызвать заметное

изменение направления его магнитного момента. Следующие
чисто классические соображения о порядке величины сил пока-

показывают, что это невозможно и следует поэтому считать, что

магнитные моменты испускаемых электронов обладают одним и

тем же направлением2).

*) Эта формула принадлежит Брейту [7] (см. § 3 настоящей главы).
2) Имеется, конечно, некоторая малая вероятность того, что напра-

направление спиновой оси изменится на обратное; ближайшее рассмотрение по-

показывает, что эта вероятность порядка A/137J. Методы, с помощью кото-

которых мог бы быть получен вполне поляризованный пучок электронов, не

известны.
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Если некоторое электрическое поле Е действует на электрон
в течение промежутка времени t, то электрон приобретает кине-

кинетическую энергию, равную -^-(Ее)Н2/т. Для удаления электрона

из атома ему должна быть сообщена энергия порядка те*/Л2.
Таким образом, для того чтобы удалить электрон из атома, необ-

необходимо, чтобы произведение Е на t было порядка Et~ em/h.
Средняя скорость электрона в атоме равна e2/h. Среднее значе-

значение момента пары сил, действующей на электрон и обусловлен-
обусловленной его движением в электрическом поле Е, будет порядка

Е — — А-
тс k с

'

т. е. Ее3/тс2. Для того чтобы ориентация электрона изменилась

на угол порядка г., эта пара сил должна вызвать изменение мо-

момента количества движения порядка h. Необходимое для этого

время Т определяется соотношением

me2

откуда следует, что

„rp
hmc%

Мы имеем, таким образом,
ET

^

т. е.

Если бы поляризация пучка не могла быть каким-либо обра-
образом обнаружена экспериментально, то не имело бы, конечно, ни-

никакого смысла говорить о ней. Эту поляризацию можно было бы
попытаться обнаружить, например, следующим образом. Предпо-
Предположим, что пучок электронов проходит через газ, содержащий
ионизованные атомы, и что некоторые из электронов при этом

захватываются ионами. Если бы с помощью опыта Штерна—Гер-
лаха удалось установить, что образующиеся нейтральные атомы

являются поляризованными, то мы имели бы тем самым метод

обнаружения поляризации. Приведенные выше соображения отно-

относительно порядка величины сил показывают, что такая постанов-

постановка опыта принципиально возможна; более строгое доказательство
может быть дано на основе теории Дирака.

Другой, менее непосредственный, однако, по всей вероятности,
более интересный с практической точки зрения метод получения
и исследования поляризованного пучка электронов будет рас-
рассмотрен в § 4.
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Мы видим, таким образом, что спин свободного электрона
может быть описан с помощью той же волновой функции Zz (s),
которой мы пользовались выше для описания магнитного момен-

момента атома. Функция
I/.,(«)!» (»=±1)

определяет вероятность того, что если электрон, обладающий
магнитным моментом направления ], захвачен атомом, который
помещен затем в неоднородное магнитное поле, то энергия этого

атома равна ± МН. Такая несколько сложная интерпретация квад-

квадрата амплитуды волновой функции является необходимой потому,
что измерение энергии электрона в магнитном поле возможно лишь

в том случае, когда электрон находится в атоме. Отметим, далее,

что если мы утверждаем, что магнитный момент свободного
электрона обладает данным направлением, то это означает, что

этот электрон был выбит из соответствующим образом ориентиро-
ориентированного атома1).

Как и в случае связанного электрона, состояние свободного
электрона полностью описывается волновой функцией ф(г, s).
Если силы, действующие на электрон, столь малы, что напра-
направление спина остается постоянным на протяжении всего рассма-
рассматриваемого опыта, то, как и прежде, эта функция может быть

представлена в виде произведения

где ф(г) — решение уравнения Шредингера. В остальных случаях
форма функции ф(г, s) может быть найдена с помощью уравне-
уравнений теории Дирака.

§ 3. Релятивистское волновое уравнение

Как известно, Дираку удалось показать, что получение волно-

волнового уравнения для электрона, которое было бы инвариантным
по отношению к преобразованию Лорентца и линейным по отно-

отношению к дифференцированию по времени, возможно только в

предположении, что электрон обладает четвертой степенью сво-

*) Принципиальное разграничение между случаем свободного и связан-

связанного электронов, проводимое авторами, нельзя считать правильным. В обо-
обоих случаях направление электронного спина может быть установлено в

принципе одинаковым образом, вообще говоря, лишь статистически. При
этом средняя или вероятная величина спина вместе с его направлением
определяется однозначно видом волновой функции ^ (г, s). Что касается
опытного определения магнитного момента, то оно всегда предполагает
воздействие на электрон некоторого внешнего магнитного поля, наличие

которого, строго говоря, несовместимо с представлением о полной свободе

электрона. Так, например, в однородном магнитном поле «свободный» элек-

электрон совершает квантованное движение, напоминающее колебание гармо-
гармонического осциллятора. (Прим. ред.)
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боды. Сделав такое предположение, можно, без помощи каких-

либо дополнительных специальных допущений, показать, что

теоретическое значение магнитного момента атома водорода
должно совпадать с его экспериментально наблюдаемой величи-

величиной. Знакомство с элементами теории Дирака существенно для
дальнейшего анализа рассматриваемого нами вопроса; мы остано-

остановимся поэтому вкратце на основных положениях этой теории.
Согласно теории Дирака, состояние электрона описывается

четырьмя волновыми функциями
b(x,y,z,t) (л = 1,2, 3,4).

Вероятность нахождения электрона в элементе объема dt в мо-

момент времени t равна
4

2\b\2d*. D.9)

Четыре функции фл удовлетворяют системе дифференциальных
уравнений [8]:

(Ро+тс) <!>! + (р1 - ip2) ф4 + /?Ь = О,

(р0 + тс) <]>2 + (/>! + ip2) ф3 - ps% = О,

(Ро — те)Ь+(Р1-*Ра)Ь + РаЬ = О, D.10)

(р0 — тс) Ф4 + (p-L+ipz) 4»i — /Vh = О,
где

hid eV

h д . еА1

V и А —скалярный и векторный потенциалы. Покажем, что

эти уравнения характеризуют движение электрона, обладающего
описанными выше свойствами.

Заметим прежде всего, что если мы хотим найти периодиче-
периодическое решение, то оператор р0 должен быть заменен выражением

(W-\-eV)/c, где W — энергия электрона. Если скорость электро-
электрона мала по сравнению со скоростью света, так что

W-mc^W + mc2,
то легко убедиться в том, что как <j)s, так и ф4 удовлетворяют
уравнению Шредингера. Далее, если d> является решением урав-
уравнения Шредингера, то приближенное решение уравнений D.10)
имеет вид

ф _

T1 2mc

.

__
[А(р, +ip2)—Bp3] у

'2
-

ъ^~
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где А и В— произвольные постоянные, a Pi,p2 и Рз
—

определен-
определенные выше операторы. Ясно, что «[^ и $2 при этом значительно

меньше, нежели <1>3 и У*> в выражении D.9), определяющем
плотность заряда, ими можно поэтому пренебречь. Если выраже-
выражение D.9) нормировано к единице и если мы хотим, чтобы наши

четыре функции также были нормированы, то в этом приближе-
приближении должно быть

Выясним теперь, описывают ли решения уравнений D.10) спино-

спиновые свойства электрона, наблюдаемые на опыте. Нормальное
состояние атома водорода является, как известно, вырожденным;

при этом в магнитном поле энергетический уровень атома рас-
расщепляется на два уровня. Проверим, согласуются ли эти факты
с излагаемой нами теорией.

Поскольку постоянные А и В произвольны, очевидно, что

нормальное состояние вырождено. Для исследования характера

движения электрона в магнитном поле следует решить уравне-
уравнения D.10) при учете наличия поля ядра и магнитного поля Н.

Легко убедиться в том, что вырождение при этом устраняется.

Если магнитное поле направлено по оси z, то одно из решений
определяется формулами D.11) при условии

А = 0, 5 = 1.

Это решение соответствует энергии Wo — МН; обозначим его

через <]>*. Второе решение й*1 соответствует энергии Wo -f МН и

определяется формулами D.11) при

А = 1, 5 = 0.

Это будет показано в § 4.
Если магнитное поле не направлено по оси z, то два реше-

решения уравнений D.10) могут быть найдены либо непосредственно,
либо в результате исследования преобразования функций ф при
повороте координатных осей [8]. Если направление магнитного

поля характеризуется полярными углами б и <р, то решение,

соответствующее энергии Wo — МН, определяется формулами
D.11) при

Л=—sin-|-e, .В = е4?cos
у

6,

Оно имеет, таким образом, вид

Эта волновая функция описывает состояние атома, обладающего
магнитным моментом, направление которого характеризуется

углами 8 и <р. Если такой атом поместить затем в магнитное
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поле, направленное по оси z, то величина | А |2 определила бы

вероятность того, что он приобретет при этом энергию + МН,
а \В\2 — вероятность того, что он приобретет энергию

— МН.
Мы показали тем самым, что в случае медленных электро-

электронов теория Дирака становится тождественной нерелятивистской
теории Паули—Дарвина. Сопоставим еще раз методы описания
состояния электрона в этих теориях. В теории Паули— Дарвина
электрон, направление оси которого характеризуется вектором 1

(т. е. полярными углами б и ер), описывается волновой функцией
л (ж, у, z) хг (s),

где <j> — обычное решение уравнения Шредингера; при этом HMs—

энергия, которой электрон обладал бы в магнитном поле Н, на-

направленном по оси z. Функция у_ отлична от нуля лишь при
условии s=±l; следовательно,

z=-sm-ie (s=+i).
В теории Дирака электрон описывается волновой функцией

Ь(х,у, z) (/. = 1,2,3,4).

При этом <j)x и ф2 в случае медленных электронов очень малы;

<!>8 и ty4 пропорциональны ф:

= — sin
у

Величина | Л4 |2 dx dy dz определяет вероятность нахождения элек-

электрона в элементе объема dx dy dz и вместе с тем вероятность того,
что в магнитном поле электрон будет обладать дополнительной
энергией —МН.

То обстоятельство, что в случае медленных электронов функ-
функции фз и ^4 являются приближенными решениями уравнения
Шредингера, доказывает справедливость сделанного нами в § 2

предположения о том, что электрон может быть испущен одним
атомом и захвачен затем другим атомом, не изменив при этом

направления своего спина. Направление спина электрона вообще
почти не меняется, за исключением тех случаев, когда силы,

действующие на электрон, сообщают ему скорость, сравнимую
со скоростью света.

1. Анализ уравнений при скоростях электронов, сравнимых
со скоростью света. Точное решение уравнений D.10), характе-
характеризующих движение электрона с импульсом (рь р2, р3) и энер-
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гией W в отсутствие внешних сил, было дано Дарвином [8]; оно

имеет следующий вид:

Ч*~
mc + W/c

д> ^2=
mc + W/c

<b3 = AS, % = BS,
где

W1

zz— Wt)Г 2дг (Plx

L

I
J '

А и В — произвольные постоянные. Число электронов в единице

объема определяется выражением

(АА* + ВВ*) 2W

Выясним теперь, как связаны постоянные А и В с направлением
спина. Мы видели, что при условии (о/с) < 1 это направление
определяется полярными углами 6 и <р, где

В случае быстрых электронов необходимо, однако, выяснить,
что именно следует понимать под направлением спина, т. е.

каким образом последнее могло бы быть измерено.
Возможны два метода решения этой задачи; можно предпо-

предположить, что «наблюдатель» движется вместе с электроном, и

определять направление спина электрона по отношению к коор-

координатным осям, связанным с этим наблюдателем; можно, однако,

предположить, что электрон почти остановлен с помощью элек-

электрического поля, и определить направление спина для этого слу-
случая. Первый метод был рассмотрен Дарвином [9], показавшим,
что уравнение D.13) определяет направление спина по отноше-

отношению к движущемуся наблюдателю. Второй метод мог бы быть

использован для экспериментального определения спина; можно

показать, что уравнение D.13) определяет направление спина

также и в этом случае. Это ясно из следующих соображений.
Ограничимся рассмотрением электрона, движущегося парал-

параллельно оси z, характеризующей направление электростатического
поля. Уравнения D.10) сводятся в этом случае к двум урав-
уравнениям относительно <]>2 и ф4 и двум уравнениям относительно

(|ii и <]>3. Исключая <!»2 из первых двух уравнений, получаем
2ти С W + еУ N д \ h fWA-eV \ ЩЛ ел
—г- ( тс ) <Ь4 -—^ ( + тс ) ~ = 0.

ft V с У dz \_2ш \ с J dz j

Функция <]>3 удовлетворяет аналогичному уравнению. Так как ф^
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и <]L удовлетворяют одним' и тем же граничным условиям, имеем

—
— const.

V*

При уменьшении скорости электронов отношение В/А не должно

изменяться. Уравнение D.13) определяет, таким образом, направ-
направление спина также и в том случае, когда движущиеся электроны
остановлены с помощью электростатического поля.

2. Природа неполяризованного пучка. Медленным неполяри-
зованным пучком мы будем называть такой, в котором электроны
обладают спинами всевозможных направлений. Неполяризован-
ный пучок не может быть описан с помощью одной волновой

функции; каждому электрону пучка должна быть приведена
в соответствие отдельная волновая функция с определенными
значениями постоянных А и В.

Быстрый неполяризованный пучок может быть получен из

медленного пучка путем ускорения его с помощью электрического
поля. Из соображений, приведенных выше, следует, что наблю-

наблюдателю, движущемуся вместе с электронами, такой пучок будет
казаться неполяризованным.

Покажем теперь, что пучок, в котором половина электронов
обладает спинами, направленными в одну сторону, и половина

электронов
— спинами, направленными в противоположную сторону,

будет вести себя подобно неполяризованному пучку. Предполо-
Предположим для определенности, что пучок электронов, движущийся
в направлении (I, т, п), проходит через некоторое электро-
электромагнитное поле. Движение пучка будет описываться волновой

функцией <!>д(?, у, z)exp[ — 2niWt/h]. Для электронов, еще не

прошедших через поле, функция фд должна иметь вид плоской

волны, распространяющейся в направлении (I, т, п) и поляри-
поляризованной в некотором определенном направлении. Обозначим

через X, Y, Z координаты некоторой точки пространства, в ко-

которую пучок попадает после прохождения через электромагнит-
электромагнитное поле. В таком случае величина

определяет вероятность нахождения электрона в этой точке.

Покажем, что, усреднив Р по всем начальным направлениям

спина, мы получим точно такой же результат, как и при усред-
усреднении Р по двум противоположным направлениям спина.

Выше было показано, что плоская волна, для которой спин

направлен по оси. z, описывается функциями
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и что плоской волне, для которой спин направлен в противо-
противоположную сторону, отвечают функции

Обозначим через фд, Лл значения этих волновых функций
для падающей волны. В таком случае волновая функция, описы-

описывающая электрон, направление спина которого характеризова-
характеризовалось вначале углами 0 и ср, имеет вид

Мы имеем, таким образом,

где

В случае спинов противоположного направления, т. е. направ-

направления, характеризующегося углами

тс —б, тс + ср,

получаем

Я X

Среднее значение Р равно

Очевидно, что точно такой же результат мы получим при усред-
усреднении Р по всем значениям 8 и <р.

3. Магнитный момент атома по теории Дирака. Задача
этого раздела

— показать, что, согласно уравнению Дирака,
в поле ядра с зарядом Ze и магнитном поле Н, направленном
по оси z, электрон в, нормальном состоянии обладает энергией

W0±HM,

где Wo — значение энергии в отсутствие поля, а

*[1

Мы покажем, что если атом находится в состоянии с энер-
энергией— UM (спин направлен по оси z), то функция ф3 равна
нулю.



§ 3. РЕЛЯТИВИСТСКОЕ ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ Qz,

Волновое уравнение для электрона имеет вид [см. уравнение

D.10)]
з

где W — энергия, а, и а4
— обычные, хорошо известные матрицы

[10], V = Ze/r, a At даются выражениями

Мы имеем, таким, образом,

(W + eV _ U + с 2 *tPt + <**mc2) t = 0.
t

где U — энергия возмущения, обусловленная наличием магнит-

магнитного поля

U= — е(а1А1 + агАг).

При Н — 0 нормальное состояние является вырожденным. Обо-

Обозначим два решения, соответствующие этому случаю, через ф1 w

<ЬП. Полагая

/ (г) = ^7-Ре-г/«,
где

p = (l-T«)V«-l,
и выбирая ^4 так, чтобы удовлетворялось условие

о

находим эти решения, нормированные к единице [8],

d»i= — iNBcosbf
решение I,

j,1!1 = — iNB cos 6/

$ = — iNB sin бе1"/

где В = т[1 + A —Т
Легко показать, что при этом
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Для определения значений энергии атома в магнитном поле

мы воспользуемся обычным методом теории возмущений. Если

AW — изменение энергии, обусловленное наличием поля, то

AW-U1'1 -U11'1

где

UI'n=\ty1U<!?udxdydz и т. д.

Недиагональные элементы U1'11, как легко видеть, обращаются
в нуль; функции ty1 и Фп являются, таким образом, точными

волновыми функциями нулевого порядка. Диагональный элемент

V11'11 определяет изменение энергии атома, находящегося в со-

состоянии, описываемом волновой функцией «J»11.
Вычислим U11'11. Имеем

фИа1фп = фдф4 + Ms + <М>2 + <M>i --"¦= 2iV2B sin 6 sin 9/?.
Отсюда

Аналогичным образом находим, что

Ч^11 = eHN2B sin2 6 sin2 9 rf.

j ed$11= eHN*B sin2 8 cos2 9т-/2.

Сложив эти выражения и проинтегрировав по всему простран-

пространству, получим
2тс те со

^ d<? [ sin8d6 jj r2 dr sin2 8 т-/2,
0 0 0

что дает

Это выражение определяет изменение энергии атома в состоянии II,
обусловленное наличием поля Н. Аналогичным образом нахо-

находим, что U1'1 определяется этим же выражением, взятым с об-

обратным знаком.

При у—>0 множитель -^-[2A — у2)*'8+1] стремится к 1. Для

урана он равен 0,83.

§ 4. Рассеяние электронов силовым центром

Выясним теперь, как должны быть видоизменены соотноше-

соотношения, полученные нами в гл. II, в том случае, когда движение
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рассматриваемых частиц описывается не уравнением Шредингера,
но уравнениями Дирака.

Волновая функция <!>, описывающая рассеяние, имеет теперь

четыре компоненты фх, ...
, ф4, обладающие асимптотической

формой

Ь = «*elfa + г~Ч^их (8, ?) (к - 1, 2, 3, 4). D.14)

Дифференциальное сечение /(б, cp)dto определяется при этом

выражением

21 ма (в. ?) I2

/(б, cp)du> = -? dcu. D-15)
SKI2
1

Величины ах не являются взаимно независимыми. Восполь-
Воспользовавшись решениями D.12) для случая плоской волны, находим,
что при pi

—

Р2 = 0, р3 = Ай

W + mc2 D.16)

независимо от ориентации спина. Аналогичное соотношение суще-
существует и между величинами мл, так как рассеянная волна может

быть рассматриваема асимптотически как состоящая из ряда

плоских волн, распространяющихся из некоторого центра в раз-
различных направлениях. Можно поэтому записать

1Ж''"' DЛ7)

В действительности падающий электронный пучок является
обычно неполяризованным. Такой пучок можно рассматривать
как состоящий из одинакового количества электронов, спины

которых соответственно параллельны и антипараллельны на-

направлению распространения пучка. Мы исследуем поэтому сперва
рассеяние для этих двух частных случаев. Асимптотическая

. форма функций Ф3 и tyi имеет вид

Формулы D.186) при этом относятся к электронам со спинами,
параллельными направлению падения, а формулы D.18а) —
к электронам с антипараллельными спинами. Для определения
функций Д, /2, glt g2 можно воспользоваться' решениями урав-
уравнений D.10), найденными Дарвином [8] для того случая, когда

7 Н. Мотт и Г. Мессн
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скалярный потенциал рассеяния V зависит только от г, а век-

векторный потенциал равен нулю. Дарвин приводит следующие
группы решений:

Ь (п + 1) GnPn (cos 6), «I»* = - GnPn (cos б) ei», i

<Ь = «?_„_,/>„ (cos 6), <]>4 = G-n-i^(cos8)e»; J
(' "'

где Gn является решением системы уравнений

а <?_„_! — решение аналогичной пары уравнений, получаемой
в результате замены п на ( —га —1).

Исключая функцию Fn, находим

^(^) [^}^0, D.21)

где

Подстановка

приводит к уравнению, имеющему такую же форму, как и урав-
уравнение Шредингера B.12), а именно:

где

Ь2_ W2—W2C*

Аналогичный результат получается также и для функции <55—n-i
при замене га на (— п — 1).

Первые два члена выражения D.23), определяющего Un(r),
не зависят от спина и являются типичными для уравнения
Клейна-—Гордона, описывающего частицу без спина. Остальные
члены связаны с взаимодействием спина с орбитальным дви-

движением и зависят не только от потенциала, но также и от силы

и ее производной по расстоянию.
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Отсюда следует, что собственные решения Gn, G-n-i урав-
уравнений D.20) имеют асимптотическую форму

Gn ~ г*1 sin (кг— ^ гатг + ^л ) >

f I \ D24>
G-n-i ^- г sin ( кг — — итс + ч_л-1 ).V *• J

С помощью решений D.19а) можно получить функции фз> <1»*>
]:меющие асимптотическую форму D.18а):

со

Фя = 2 U» + !) eiiInGn + weiil-n-1G_n_1] г"Р„ (cos б),

":°
v

D.25)

ф4 = ^ (e~iiInGn + ^-"-'G-n-i) inPn (cos6)ei?.
n=l

Это дает

rj(e2ii)-"-1-l)]i>n(cos6),

°n (cos 8) ei?. D.26)

Сопоставляя эти формулы с выражением B.17), легко убедиться
в том, что нерелятивистский случай отвечает условию •»]n = '»)_n_i.

В случае параллельных спинов [решения D.186)] аналогичным

образом находим, что

/а (9, ?H/i(e, ?) = /(8)
и

ft (в, ?)=-«-(в) е-%
где

Л (в, cp) = fF)e«. D.27)
В общем случае произвольного первоначального направления

спинов, когда падающая волна описывается функциями

путем линейной комбинации найденных выше решений получаем

так что

1. Поляризация. Из D.28) следует, что рассеяние частично

поляризованного пучка зависит не только от угла в, но также и

от угла ср. Таким образом, в случае, соответствующем фиг. И,
7*
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интенсивность рассеяния в направлении CD отлична от интенсив-

интенсивности рассеяния в направлении СЕ. Эффект такого рода можно

было бы обнаружить путем исследования повторного рассеяния

электронного пучка. Пусть неполяризованный пучок электронов
падает на экран В. Электроны пучка, рассеянные в направле-
направлении ВС, попадают, далее, на второй экран С. Этот рассеянный
пучок частично поляризован в результате рассеяния от экрана В,

А

Фиг. 11

так как в общем случае рассеивающее поле оказывает различ-
различное влияние на электроны с параллельными и антипараллель-
антипараллельными спинами. В результате электронные пучки, испытавшие

вторичное рассеяние в направлениях CD и СЕ под одним и тем

же углом б2 по отношению к направлению ВС, будут обладать
различной интенсивностью.

Подобная теория такого двойного рассеяния впервые была

разработана Моттом A1, 12). Падающий неполяризованный пучок
мы, как всегда, будем рассматривать как состоящий из равного
количества электронов .со спинами, параллельными и антипарал-
антипараллельными направлению падения пучка. Для электронов падаю-
падающего пучка, обладающих антипараллельными, спинами, имеем

^А*, <!>4 = 0> АА* =~. !
'

После первичного рассеяния на угол Ьг в плоскости ер
•= 0 (плос-

(плоскость ABC на фиг. 11) компоненты волновой функции будут
прЬпорфарн'альны ЛД'(вд) и Ag1D1). Повернем теперь координат-
координатные

'

оси на угол 0! таким образом, чтобы ось z была направлена
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вдоль ВС, а плоскость ABC осталась плоскостью ср
= О. В этой

новой координатной системе имеем

*« = il(ftco4-/ism?), D.29)

(член eikz и постоянный множитель здесь опущены). Подставляя
эти функции в выражение D.28) соответственно вместо А и В,
находим интенсивность |м3|2 + |м4|2 вторичного рассеяния. Ана-
Аналогичным образом производятся вычисления и для того случая,
когда электроны падающего пучка обладают спинами, парал-
параллельными направлению падения. Складывая полученные значения

интенсивности, находим интенсивность рассеяния в направле-
направлении (82, <р2):

(I/ (9i)l2 + \g (9i)|2) (I/ (M2 + \g (92)|2 + 2Z> (9t) DF2) cos ?2}, D.30)
где

D(b) = i(fg*-gn- , ,

Эта формула показывает, что при данном значении 64 и б2 зави-

зависимость интенсивности рассеяния от <р2 определяется множителем

вида

1 + 3 cos 92,

где

, .2Д(8.)Д(е,) ...

ч1|
{|/(8i)l'+ 1г(вгI2} {1/<в,I"+ ^(М2)

' ( '

При 1)(б) = 0 рассматриваемый эффект исчезает. В этом случае

рассеяние приводит к повороту всех первоначальных направле-
направлений спида на один и tqt же угол, так что недоляризованный
пучок остается неполяризованным.

В общем случае при малых значениях X) (б) степень асиммет-

асимметрии будет малой, хотя в отдельных случаях она может прини-
принимать большие значения при некоторых специальных условиях,
когда числитель выражение D.31) очень мал. Множитель DF),
вообще говоря, мал тогда, когда мала величина g, т. е. в нере-
нерелятивистском случае. Возвращаясь к формулам D.26) и D.27),
находим, что

g =
- | S P" (C0S °) Sin '/-ne2i8"' D-32>

п
;

где

Фазы тг]п, ¦у)_„_1 могут быть вычислены с помощью уравнения

D.22) для функции ($5П и соответствующего уравнения для функ'-
ции ©_„_!. Выражения, определяющие эти фазы, отличаются

друг от друга только одним членом, пропорциональным г-га'/а',
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в случае функции @п этот член содержит множитель (и + 1),
в случае функции ©_„-1 —множитель — п. Поскольку а' пропор-

dV у.

ционально -т-, отсюда следует, что разность фаз Хп и, следова-

следовательно, функция D(b), характеризующая степень асимметрии элек-

электронного пучка, определяются, скорее, не потенциалом рассеи-
рассеивающего поля, а величиной рассеивающей силы.

2. Случай кулонова поля. Рассмотрим теперь рассеяние
быстрых электронов незаэкранированным атомным ядром с заря-
зарядом Ze, т. «. тот случай, когда потенциал рассеивающего поля

определяется выражением

V- 7±
г

'

Как и в нерелятивистском случае, исследованном в гл. III, мед*-

ленное убывание этого потенциала с расстоянием обусловливает
изменение асимптотической формы функций Gn и G-n-i. Форму-
Формулы D.26) и D.27) остаются при этом справедливыми, а фазы
гт я "t-n-i таковы, что

Gn,_n_i~~ r-ism^kr +1 In 2kr —j me + *ln,-n-i) , D.33)
где

4~ hv
'

Уравнения D.20), определяющие функции G_n_!, приобретают
теперь вид

? )-+^~й=2'-«-а D-34)

Записывая

1/2

rG_n_1 = (lH-^) K+ a2),

имеем

где
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Разлагая ох и о2 в ряд по степени г:

находим, что регулярные решения могут быть представлены
и форме

а2 = boe-*'r?»F (ty + р„ + 1,2Р„ + 1,2»Аг),
где

Это дает

X [ — (л _ »у) F (iy + Pn + 1,2р„ + 1,2»Ar) +
+ (рп-*т)^(рп+*Т. 2pn+l,2tftr)], D.35)

где N-n-1 —некоторая постоянная. Воспользовавшись асимптоти-

асимптотическими значениями гипергеомётрических функций, приведен-
приведенными в гл. III, § 3, имеем

G-n-i^i-^sin Qu- + у In 2*r —-J /ij:H- ij_n-i), D.36)

где1)

^^!I-"ft. - »»¦ («.37)

Постоянная N-n-i определяется, таким образом, выражением
вида

G
Записывая

n(),
D-39)

Pn(cose)

иГподставляя D.37) и соответствующее значение е2">» в форму-
формулы D.26) и D.27), получаем

,

ж =
1^A + 008 6)^ 4-A-сов 8) G

° ^ ' sin 0

1) Заметим, что е2Щп мы получим из D.37), заменив п на —п—1 по-

повсюду, за исключением последнего множителя, который становится при
этом равным ехр [—тсг(рп+1—п)].
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Дифференциальное сечение равно, таким образом,

Функции F и G не могут быть вычислены в конечной форме;
в случае рассеяния легкими элементами они могут быть, однако,

Z
разложены в ряд по степеням а, поскольку а = 7о=.

В предельном случае у' = Т> а2 = 0 справедливы результаты,

полученные нами при исследовании рассеяния кулоновым полем

без учета спинового и релятивистского эффектов. Из формулы
C.16) следует, что в этом случае

где

Следовательно, разлагая F и G в ряд по степеням а, имеем

1 + a-G2 + ...,

и, воспользовавшись формулой D.40) при у'=у» имеем

Поскольку i? и G не должны зависеть от у, подставляя эти

функции в D.41), находим дифференциальное сечение

4.42)

Эта формула справедлива при всех значениях у при условии,
что а мало по сравнению с единицей.

В рассматриваемом приближении формула Резерфорда должна
быть, следовательно, дополнена множителями вида

Первый из этих множителей учитывает лорентцово сжатие, вто-

второй связан с наличием спина. Поскольку в данном приближении
как /, так и g вещественны [если опустить общий фазовый мно-

множитель ехр Г 2гу In sin2
у )], при двойном рассеянии не должно

было бы наблюдаться никакой асимметрии. Для получения конеч-

конечного значения величины 8, определяемой формулой D.31), необ-
необходимо решить задачу в последующем приближении. Это было
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осуществлено Моттом [11], который показал, что при 6Х = 62 = 90°

При у/с = 0,81 эта функция приобретает минимальное значение,

равное 0,2(Z/137J. Дифференциальное сечение D.17), будучи
вычислено в этом же приближении, содержит множитель [13] г)

вместо множителя

В случае рассеяния тяжелыми элементами отношение Z/137
уже не является малым, и приближенные формулы D.42) и D.43)
перестают быть справедливыми. Мотт [12] впервые определил
численные значения дифференциальных сечений и степени асим-

асимметрии с помощью точных формул D.40). Он вычислил при

этом о, как функцию отношения v/c для случая двукратного рас-
рассеяния электронов ядрами золота на 90°, и нашел также значения

дифференциальных сечений для однократного рассеяния электронов

при этом же значении угла. Бартлетт и Ватсон [15] определили,
далее, зависимость дифференциальных сечений от у/с для случая

однократного рассеяния электронов ядрами ртути на 90°. Фиг. 12, а

иллюстрирует полученные при этом результаты. На оси ординат
отложено отношение г, найденной интенсивности рассеяния
к интенсивности рассеяния, определяемой формулой Резерфорда

Z2e* J Л v2 \
-.—г-т- COSeC4 -rr ( 1 ; ) >

при учете зависимости массы от скорости. В случае тяжелых

элементов приближенное значение г

определяемое формулой D.42), становится очень неточным.

Зависимость степени асимметрии 8 от скорости электронов,
найденная Моттом, а также Бартлеттом и Ватсоном, иллюстри-

1) Этот множитель в действительности должен быть заменен (см. [14])

следующим:

г>2
,. 2

8 v . OS .8

с2ь ~2+"*а с 2 V

Это обстоятельство осталось незамеченным Моттом вследствие ошибки

при суммировании выражения D.59). (Прим. ред.)
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Фиг. 12. Угловые распределения электронов
и позитронов с различными энергиями, рас-

рассеянных ядрами ртути.
По оси ординат указаны значения отношения г наб-

наблюдаемой интенсивности рассеяния и интенсивности,

вычисленной по формуле

-cosec* -=-A—i;)

Кривые I—IX относятся соответственно к частипам

с анергиями, равными 0,046, 0,086, 0,145, 0.232,

0,314, 0,463 0,666 1,28 и 3,35 тс'; кривая О от-

отвечает приближенной формуле D,42) при энергии,

равной 3,35 тс2.
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руется фиг. 13. Из фигуры следует, что эффект асимметрии при
двойном рассеянии должен приобретать существенную роль при
значениях у/с, близких к 0,6. Хотя эти результаты были получены
в предположении, что рассеяние электронов обусловлено голыми

ядрами, в дальнейшем было показано [16], что эффект экрани-
экранирования атомными электронами не должен оказывать существен-
существенного влияния на значения о, предсказываемые теорией.

3. Сравнение с опытом. В настоящее время нельзя еще ска-

сказать, что релятивистская теория рассеяния быстрых электронов
атомными ядрами подтвер-
подтвердилась опытными данными

во всех своих деталях; со-

современные исследования по

этому вопросу находятся,
однако, в хорошем согласии

с ее предсказаниями.
Новейшими опытами по

изучению однократного рас-
рассеяния быстрых электронов
являются опыты Бюкнера,
Ван-дер-Граафа и Фешбаха

[17]. В них были исполь-

использованы катодные лучи с

энергией от 1,27 до 2,27 Мэв

12

«о

§ 5

0

/
/ \

\\
0,2 0,8 1,2Ofi 0,6

v/c
Фиг. 13. Асимметрия при двойном рас-
рассеянии электронов ядрами ртути на 9CR

и измерено абсолютное зна-

значение интенсивности рассеяния в угловом интервале от 20 до 50°. По-

Полученные при этом результаты находятся в очень хорошем согласии

с теоретическими соотношениями для исследованных рассеивающих

материалов—бериллия, алюминия, меди, серебра, платины и золота.

Анализ результатов, полученных различными исследователями
вплоть до 1942 г., дан в работе Урбана [13]. Эти результаты
представляют собой весьма путаную картину. Так, хорошее
•согласие с теорией было получено Чемпионом и Барбером [18]
при изучении рассеяния р-лучей RaE с энергией от 0,7 до 1,2 Мэв,
Фаулером и Оппенгеймером [19] для Р-лучей с энергией от 5 до
17 Мэв- при рассеянии их в свинце, Саундерсоном и Дюффенде-
ком [20] для рассеяния р-лучей RaE в меди, аргоне и золоте,

Гупта [21] при изучении рассеяния [3-лучей с энергией 2 Мэв
в ксеноне, и Браиловским и Лейпунским [22] для р-лучей RaC

при исследовании их рассеяния в аргоне. С другой стороны, по

данным Чемпиона и Барбера [18] в случае рассеяния р-лучей RaE
ядрами ртути экспериментальное значение интенсивности рассея-
рассеяния составляет лишь 1/7 ее теоретического значения, хотя изме-

измеренное угловое распределение электронов совпадает при этом

с теоретическим. По данным других исследователей [23] при рас-
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сеянии [3-лучей в азоте отношение экспериментального значения

интенсивности рассеяния к ее теоретическому значению колеблет-
колеблется от 0,5 до 9. О наличии некоторого расхождения между теорией
и опытом свидетельствуют также и другие современные опыты [24],
в которых применялись [3-лучи. Между экспериментальными резуль-
результатами, относящимися к Р-лучам различного происхождения, нет

удовлетворительного согласия; весьма возможно, что это расхож-
расхождение было бы в значительной степени устранено, если бы

естественные источники радиоактивности были заменены искусст-
искусственными, как это имело место в опытах Ван-дер-Граафа и других
упомянутых выше авторов. Следует, однако, отметить, что в неко-

некоторых опытах неупругое рассеяние электронов и возможность

образования пар быстрыми электронами [25] также являются

причиной заметных аномалий. Необходимы, таким образом, допол-

дополнительные экспериментальные исследования для того, чтобы

можно было либо создать новую теорию, либо установить с опре-

определенностью причину всех наблюдаемых разногласий между суще-
существующей теорией и опытными данными.

Был предпринят ряд попыток [26^ обнаружить на опыте пред-

предсказываемый теорией эффект асимметрии при двойном рассеянии
электронов ядрами золота1). Вплоть до появления работы Шелла,
Чиза и Майерса [28] эти попытки оставались, однако, безуспешными.
Для того чтобы можно было обнаружить эффект асимметрии,

существенно, конечно, устранить деполяризующее влияние много-

многократного рассеяния. Золотая фольга, использовавшаяся в опытах

Даймонда и Рихтера в качестве источника рассеяния, была до-
достаточно тонкой для того, чтобы можно было пренебречь много-

многократным рассеянием электронов, приводящим к ряду отклонений
на малые углы, однако вероятность отклонения на 90° в резуль-
результате двух последовательных отклонений сравнимой величины,

повидимому, не была при этом достаточно малой. Такое отклоне-

отклонение на 90° [29] становится заметным только в том случае, когда

электроны рассеиваются «отражающей» стороной фольги (фиг. 14, а).
В этом случае электрон, испытавший отклонение на 45°, движется

в фольге почти параллельно ее длине, и поэтому вероятность того,. <

что он испытает при этом вторичное отклонение на 45°, весьма;
значительна. С другой стороны, в случае «прохождения» (фиг. 14, 6I
либо первичное, либо вторичное отклонение электрона должно^
составлять 135° и поэтому значительно менее вероятно. \

Как Даймонд, так и Рихтер наблюдали рассеяние электронов'
на 90° от отражающих поверхностей при таких условиях, когда;

х) В одной из этих работ, выполненной Кикучи [27], были получены
результаты, согласующиеся с теорией, но автор пользовался столь толстыми

рассеивателями, что многократное рассеяние должно было приобрести
серьезное значение.
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этот эффект должен был бы играть существенную роль. Исследова-
Исследования Шелла, Чиза и Майерса подтвердили отсутствие заметной

асимметрии при аналогичных условиях опыта; для пучка электро-
электронов с энергией 400 кэв эти авторы получили, однако, значение

2003, равное 12 ± 0,2, в том случае, когда рассеяние электронов
было связано с их прохождением через фольгу. Как следует
из фиг. 13, эта цифра очень

хорошо согласуется с теорети-
теоретическим значением. Упомяну-
Упомянутые выше авторы показали

также, что замена одной из

пластинок золотой фольги
алюминиевой приводит к весь- фиг. 14. Рассеяние фольгой на 90°.

ма значительному уменьше-
уменьшению степени асимметрии, как

этого и следовало ожидать.
В общем опытные данные свидетельствуют в пользу теории.

Некоторые дополнительные экспериментальные результаты, отно-

относящиеся к рассеянию на малые углы и также подтверждающие

справедливость теории, будут рассмотрены нами в гл. IX, § 6,
в связи с исследованием вопроса о многократном рассеянии.

§ 5. Позитрон

В § 3 были приведены решения D.12) уравнений D.10),- ха-

характеризующие движение свободного электрона, обладающего

импульсом (/?!, р2, р3) и энергией W.< Эти решения имеют вид

а—случай «отражения»; б-случай «прохож-
«прохождения».

= ал ехр [ ~ (р^ ¦+ р2у + psz
— Wt) J (X = 1, 2,#3, 4),

где

D.44)

Мы предположим при этом, что энергия W положительна; однако
такое предположение вовсе не вытекает из требований теории.
Величина W должна удовлетворять релятивистскому соотношению

D.44) между энергией и импульсом; из него получаем

W = ± с (р\ + pi+ pi- nft»L*.

До сих пор нами было рассмотрено только первое из этих двух
решений. Второе решение дает

(k=l, 2, 3, 4),
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где

61 = 6, bi-D, ba~
mc + w/c

.

b COH + ipJ-Dp,
D45)4

met W/c v '

Эти волновые функции отвечают свободным электронам с отри-
отрицательной кинетической энергией, т. е. электронам с отрицатель-
отрицательной массой покоя.

Если нет каких-либо условий, в силу которых такие состояния

неосуществимы, то электроны должны стремиться занять их,

освобождая при эхом энергию в виде энергии излучения или

кинетической энергии какой-нибудь другой часхицы. С другой
стороны, электроны с отрицательной массой никогда, однако,

не наблюдались. Для того чтобы преодолеть эту трудность,
Дирак [30] высказал в 1930 г. предположение, что все состояния,

в которых электрон обладает отрицательной массой, уже заняты

электронами, образующими распределение, которое не наблюдаемо
экспериментально ввиду его равномерности. Наблюдены могут
быть только «дырки» в этом распределении, представляющие собой
отклонения от равномерности. Поскольку, согласно принципу

Паули, два электрона не могут занимать одно и то же квантовое

состояние, эта теория успешно объясняет тот факт, что электроны
в состояниях с отрицательной массой не встречаются в природе,
а также объясняет отсутствие переходов в такие состояния. Далее,
вакантное состояние в распределении электронов с отрицательной
массой должно обладать,, такими же свойствами, как частица

с положительной массой и положительным зарядом. Сперва пред-
предполагалось, что такой частицей может быть протон, однако-

Оппенгеймер [31] показал в 1930 г., что масса этой частицы
должна равняться массе обычного электрона. Такие частицы

впервые.были обнаружены экспериментально Андерсоном [32];
в 1932 г. среди вторичных частиц, создаваемых космическими,

лучами; через короткий промежуток времени этот результат под-

подтвердили также исследования Блекетта и Оккиалини [33]. Эти

частицы были названы позитронами.
Уравнения Дирака для позитрона могут быть получены путем,

простого преобразования уравнений, справедливых для электрона.

Предположим, что уравнения для электрона с положительной

массой могут быть получены из уравнений D.10), если мы положим!

Соответствующие уравнения для электрона с отрицательной массой^
мы найдем, заменив -\-Wfc на —W/c. Вводя обозначения
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получаем

[W+ eV

mc) * +№+ *>) *3 ~ Рг Ь = О,

)

!_eZ+ mc) 44 +^+ ^)^-/,+^ = О.

Эти уравнения имеют точно такой же вид, как и уравнения
для электрона с положительной массой и энергией W+, с той
лишь разницей, что потенциальная энергия равна теперь не — eV/c,
но + eV/c, а функции <1>х и Ф2 заменены соответственно функциями
^з и <Ь4. Они отвечают частице, обладающей массой т, зарядом

+ е и компонентой спина по оси z, равной i-^-Й.

Задача о рассеянии позитронов каким-либо статическим полем,

• ip&tr кулоновым полем тяжелого атомного ядра, может быть

решена точно таким же образом, как и соответствующая задача
о рассеянии электронов, рассмотренная нами в § 4; при этом

необходимо лишь изменить знак потенциальной энергии на про-
противоположный.

Но позитрон представляет собой также и вакантное состояние

для электрона, и при определенных условиях электрон может

перейти в это состояние, что приведет к взаимному уничтожению
как электрона, так и позитрона. Обратный процесс, при котором

электрон, находящийся в состоянии с отрицательной массой,
поглощает энергию, достаточную для перехода на незанятый

уровень с положительной массой, приводит к появлению пары,
т. е. электрона и позитрона, причем позитрону отвечает вакантное

состояние с отрицательной массой, освободившееся в результате
такого перехода. При вычислении вероятности таких переходов
лучше трактовать их как переходы электрона между электронными
состояниями, учитывая при этом, что энергия и импульс позитрона
равны по величине и противоположны по знаку энергии и импульсу
электрона в состоянии с отрицательной массой.

К вопросу об образовании и аннигиляции пар электрон—позит-
электрон—позитрон мы вернемся в дальнейшем в гл. XV. В данной главе мы огра-
ограничимся рассмотрением вопросов, относящихся лишь к отдельным

частицам.

Рассеяние быстрых позитронов кулоновым полем. Формула,
полученная нами в § 4, может быть применена также и к позит-

позитронам, если мы заменим в ней -\- Ze на — Ze. В приближении D.42) -,
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это не приведет к какому-либо различию в отношении интенсив-

интенсивности рассеяния; в том случае, когда значение Z/137 нельзя

считать малым по сравнению с единицей, такая замена приводит,
однако, к существенно иным результатам. Этот вопрос был ис-

исследован подробно Месси [34] для случая рассеяния позитронов
ядрами ртути, причем в качестве основы для расчетов были

использованы соответствующие вычисления Бартлетта и Вель-

тона [16] для электронов. Полученные при этом результаты ил-

иллюстрируются фиг. 12, б, где приведены кривые угловой зависи-

зависимости отношения г интенсивности рассеяния к интенсивности

рассеяния, вычисленной по формуле Резерфорда, при различных
значениях v/c. Непосредственное сопоставление этих результатов
с соответствующими результатами, полученными для электронов,
показывает, что они носят совершенно иной характер. В настоящее

время мы еще не располагаем соответствующими эксперименталь-
экспериментальными данными, необходимыми для проверки изложенной теории.
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Глава V

СТОЛКНОВЕНИЯ МЕЖДУ ДВУМЯ ЧАСТИЦАМИ
НЕРЕЛЯТИВИСТСКАЯ ТЕОРИЯ

§ 1. Введение

В первых трех главах этой книги мы рассмотрели вопрос
о движении электронных пучков в различных силовых полях.

Если предполагается, что отдельные электроны в данном пучке

друг с другом не взаимодействуют, то движение пучка может

быть описано в, трехмерном пространстве с помощью волновой

функции ty(x, у, z, t), причем | <|> |2 dx dy dz определяет вероятность
нахождения одного из электронов в момент времени t в элементе

объема dxdydz. Если же речь идет об атомных системах, для

которых необходимо учитывать взаимодействие между двумя или

большим числом частиц, то такое описание оказывается уже
невозможным; волновая функция должна быть в этом случае

функцией координат всех частиц. Примерами задач такого рода

могут служить: задачи об атомах, содержащих свыше одного

электрона; задача об атоме водорода при учете конечного значения

массы ядра; вопрос о рассеянии а-частиц легкими ядрами, при

котором нельзя пренебречь отдачей ядра; построение точной теории

рассеяния электронов атомами, учитывающей неупругие столкно-
столкновения.

В этой главе рассматривается прежде всего вопрос о взаимо-

взаимодействии между двумя неодинаковыми частицами (§ 2). В § 3 ис-

исследуются вкратце возможные стационарные состояния атомов

или молекул, содержащих две одинаковые частицы; в § 4 и 5

рассматриваются столкновения между одинаковыми частицами,
обладающими и не обладающими спином.

Следует подчеркнуть, что если частицы неодинаковы, то рас-

рассмотрение спина оказывается необходимым лишь в тех случаях,
когда скорости этих частиц сравнимы со скоростью света

(см. гл. XV). Если же частицы одинаковы, то необходимо учиты-
учитывать спин даже и в нерелятивистской теории.

§ 2. Взаимодействие между двумя неодинаковыми частицами.

Нерелятивистская теория без учета спина

Рассмотрим взаимодействие электрона с протоном; теорию-
этого вопроса мы сможем затем применить к задаче о водородном
атоме и к исследованию рассеяния электронов ядром этого атома.
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Определим волновую функцию <i подобно тому, как это было

сделано нами выше в задаче об одной частице. Функция <|> будет
при этом зависеть от координат обеих частиц; если гр = (хр, ур, zp),
re = {xe, ye, ze) — соответственно координаты протона и электрона,
то волновая функция будет иметь вид

Ъ(ге, rp; t).
Она может быть интерпретирована следующим образом. Если dxe
и dzp — элементы объема, содержащие точки ге и гр, то

|ф(гр, re; t)\2dzpdie определяет вероятность нахождения протона
в элементе объема dxp и электрона в элементе объема dze в один

и тот же момент времени t.

Волновая функция О удовлетворяет уравнению Шредингера
ih Зф Л2 2. ,

А2 „2, Т7 / \ , /с л\

-^37^8^,^+8^; Ve^-V(rp, г.)*. E.1)
Здесь

дхр дур azp

тпр и пге
— соответственно масса протона и электрона, V (гр, ге) —

значение потенциальной энергии взаимодействия протона и элек-

электрона, если протон находится в точке тр, а электрон — в точке ге.
В качестве примера найдем решение уравнения E.1), описываю-

описывающее движение атома водорода в отсутствие внешних сил. В этом

случае потенциальная энергия взаимодействия равна

V(rp, *.)=-|Гр_г,| •

Как и в классической механике, переменные при этом разделяются
и оказывается возможным выделить движение .^центра тяжести

системы. Положим

(тпр -|- me) R = тргр + теге,
v = rp-ve, E.2)

1де R определяет положение центра тяжести, а г — радиус-вектор,
соединяющий рассматриваемые частицы. Оператор

Л2 -2, A» V2

может быть преобразован к следующему виду [I]1):
А2 _2 ,

А2 ,.2

где

* тРте

^

См. также книгу Френкеля [2]. (Прим. ред.),
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Волновое уравнение E.1) принимает при этом вид

В этом уравнении переменные разделяются, его решение может

быть записано в форме

/0 (г, t)go(R, t). E.4)

Подставляя функцию E.4) в уравнение E.3), получаем два

уравнения
*

2п dt
~

8**М go ёо'

где А — постоянная. Подстановка

8o = i

приводит к уравнениям

h J '

2-niAt\

Мы можем, таким образом, положить <|» = /g, где функции fug
удовлетворяют соответственно уравнениям E.5) и E.6).

Уравнение E.6) представляет собой волновое уравнение для

свободной частицы массы М; решение g (R, t) описывает движение

центра тяжести атома. Искомое частное решение зависит от ус-
условий рассматриваемого опыта. Если, например, волновая функ-
функция Ф описывает состояние пучка атомов, то функция g представ-
представляет собой волновую функцию для пучка частиц, определенную
нами в гл. I, § 4. Если положение и скорость атома известны

приближенно,—с точностью, допускаемой соотношениями неоп-

неопределенности,
— то функция g характеризует волновой пакет,

рассмотренный нами в гл. I, § 9.
Уравнение E.5) представляет собой волновое уравнение, опи-

описывающее движение частицы с массой т* и зарядом е в поле

данного неподвижного ядра. Если мы хотим описать нормальное
состояние атома водорода, то функция / должна быть первым

характеристическим решением этого уравнения.
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§ 3. Теория взаимодействия двух одинаковых частиц

В этом параграфе излагается обычная теория стационарных
состояний систем, содержащих две одинаковые частицы.

Предположим сперва, что частицы не обладают спином. В та-

таком случае каждая из частиц имеет только три степени свободы*)
и состояние такой частицы полностью определяется заданием ее

положения в пространстве. (Для электрона необходимо, кроме
того, задать направление его магнитного момента.) Примерами
частиц такого рода являются, как это будет показано ниже,

ядра гелия (а-частицы) и ядра углерода.

Прежде чем рассматривать вопрос о столкновениях, мы дол-

должны вспомнить о некоторых свойствах стационарных состояний,
возможных для молекул (Не2, С2Н2 и т. д.), содержащих две
таких частицы. При определении значений энергии, возможных

для этих молекул, мы поступаем следующим образом. Рассмот-
Рассмотрим, например, молекулу гелия Не2. Обозначим через Rj^ и R2
координаты двух ядер, а через гъ r2, rs и г4

—

координаты
электронов. Уравнение Шредингера, характеризующее состояние

системы, имеет в этом случае вид

(Я-Е)<р = 0, E.7)

где ф зависит от координат шести частиц, а Н — обычный опера-

оператор энергии. Как хорошо известно, конечные решения <!> могут
быть найдены только для определенного ряда так называемых

«собственных» значений энергии Е:

Ео, Ег, E2, ....

Можно было бы ожидать, что всем этим значениям Е соответ-

соответствуют возможные стационарные состояния молекулы. В дей-
действительности, однако, в природе, т. е. при исследовании поло-

полосатых спектров молекул [3]2), наблюдается только половина

г) Мы не утверждаем тем самым, что а-частица или ядро атома углеро-

углерода в действительности обладают только тремя степенями свободы, т. е. что

они не представляют собой сложных систем, которые могут быть разложе-
разложены на составные части. Мы подразумеваем под этим лишь то обстоятель-

обстоятельство, *что вероятность нахождения этих ядер в каком-либо стационарном
состоянии, отличном от нормального, чрезвычайно мала, а также, что

нормальное состояние не вырождено; в таком случае, если ядро находится
в состоянии покоя в свободном от сил пространстве, то для описания его

состояния оказывается достаточным введения трех координат.
При рассмотрении столкновений между атомами, движущимися с теп-

тепловыми скоростями, или же между атомами, обладаюпщми энергией, мень-

меньшей первого резонансного потенциала, атом гелия может быть рассматри-
рассматриваем как «частица без спина» (см. гл. XII, § 3).

2) Это утверждение справедливо только в том случае, если принять
во внимание, что оно относится к данному электронному состоянию, так

как некоторые из теоретически возможных электронных состояний не осу-
осуществляются благодаря принципу Паули.
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общего числа таких состоянии. Исследуем причину этого обсто-
обстоятельства.

Если не учитывать случайного вырождения, которое в общем
случае может быть устранено с помощью электрического и маг-

магнитного полей, то каждому дискретному собственному значению

энергии Еп соответствует только одна волновая функция

<!>n(Ri, R2,; r1; r2r r3, vt),

являющаяся' решением дифференциального уравнения E.7). Все

эти решения обладают тем свойством, что они либо симметричны
по отношению к координатам Rj и R2:

un(R1( R2; r, ...) = <bn(R2, R,; r, ...),

либо антисимметричны по отношению к ним:

Это свойство не связано с каким-либо специальным предполо-
предположением относительно волновых функций, оно вытекает из диф-
дифференциального уравнения, которому эти волновые функции
удовлетворяют. Доказательствох) основано на предположении
о том, что масса и заряд обеих рассматриваемых частиц совер-
совершенно одинаковы, так что оператор Н симметричен по отноше-

отношению к координатам этих частиц.

С помощью волнового уравнения можно, далее, установить,
что если молекула находится в состоянии, описываемом симмет-

симметричной волновой функцией, то никакое возмущение не может

перевести ее в состояние, описываемое антисимметричной волно-

волновой функцией. Правильно также и обратное утверждение. Эти

результаты справедливы не только для стационарных состояний;
если система, содержащая два одинаковых ядра, находится в ка-

каком-либо состоянии, описываемом симметричной волновой функ-
функцией, то последняя будет оставаться симметричной независимо

от характера возмущения, действующего на систему. Доказа-
Доказательство этого утверждения, данное Дираком [4], существенным
образом связано с предположением о том, что потенциальная

энергия двух одинаковых частиц, находящихся соответственно

в точках Р и Р', не зависит от того, которая именно из частиц

находится в точке Р и которая в точке Р'. Если бы частицы
хоть слегка отличались друг от друга своей массой или зарядом,
то это утверждение было бы неверным, и при наличии возму-

возмущения (например, столкновения) имелась бы конечная, хотя и

малая, вероятность перехода системы из симметричного состоя-

состояния в состояние антисимметричное.

Доказательство приведено в конце настоящего параграфа.
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Мы уже отмечали, что в природе наблюдается только поло-

половина теоретически возможных энергетических состояний молекул.
Найдено, что у молекул С2 и Не2 наблюдаемые значения энергии

соответствуют волновой функции, симметричной по отношению

к координатам ядер. Причины этого обстоятельства в настоящее

время неизвестны1); мы должны поэтому рассматривать его просто
как экспериментальный факт; он не противоречит законам кван-

квантовой механики, но и не вытекает из них. Квантовая механика

утверждает лишь, что молекула, находившаяся однажды в сим-

симметричном состоянии, никогда не сможет перейти в антисиммет-

антисимметричное состояние. То обстоятельство, что в действительности
наблюдается только половина возможных состоянии и что сме-

смешанные состояния не наблюдаются ни при каких возмущениях,
показывает, что свойства любых двух ядер гелия или углерода
абсолютно тождественны. Отсюда следует также, что эти частицы

не обладают четвертой степенью свободы (спином) — во всяком

случае в нормальном состоянии.

Перейдем теперь к рассмотрению частиц, обладающих спином;
к ним относятся электрон, протон и большинство ядер. Как мы

видели в гл. IV, такие частицы обладают четвертой координа-
координатой s, причем энергия каждой из них при движении в магнитном

поле Н, параллельном оси z, пропорциональна sH. Для электро-
электронов и протонов величина s может принимать только значения ^1;
для ядер, отличных от протонов, допустимы также некоторые

другие значения s2). Частица, обладающая спином, характери-

характеризуется, таким образом, координатами (г, s). Совокупность этих

четырех координат мы будем обозначать одной буквой 6.

При отыскании энергетических уровней системы, содержащей
две частицы со спином, например атома гелия, содержащего два

электрона, мы встречаемся со следующей трудностью (см. гл. XV):
оператор Гамильтона для такой системы точно не известен, так

как поправки, вводимые наличием спина, оказываются величина-

величинами того же порядка, что и «релятивистские поправки». Самое

предположение о существовании оператора Гамильтона приводит,
однако, в этом случае к существенным качественным результатам,

г) Если рассматривать а-частицу и ядро углерода как' сложные систе-

системы, состоящие из данного числа нейтронов и протонов, то свойства сим-

симметрии этих ядер могут быть выведены из соответствующих свойств ней-

нейтрона и протона.
2) В обычной теории сверхтонкой структуры ядру приписывается

количество движения ih]2n ( i = 0, -^ , 1 ... ) и магнитный момент

i.g (i) eh/i^mc, где g(i)-—число порядка 1/1000. Дополнительная энергия,
обусловленная взаимодействием ядра с магнитным полем Н, создаваемым
электронной оболочкой, равна mgHg (i) eh/inmc, где т^ —составляющая i
в направлении Я (см., например, [5]).
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находящимся в согласии с экспериментальными данными о числе

и порядке величины энергетических уровней, а также о возмож-

возможных переходах между ними.

Пусть Н— оператор Гамильтона для системы, содержащей две

одинаковые частицы со спином, например для атома гелия. Для
нахождения энергетических уровней мы должны решить волно-

волновое уравнение

При этом, как и прежде, имеется ряд энергетических уров-
уровней Еп, для которых могут быть найдены конечные решения
и соответствующие волновые функции фп (9i, 02). Оператор Н дол-
должен быть симметричным по отношению к координатам обеих

частиц; следовательно, как и раньше, волновые функции,
соответствующие невырожденному стационарному состоянию, бу-
будут либо симметричными, либо антисимметричными, т. е.

Как зто было отмечено выше, переходы между состояниями,

обладающими противоположной симметрией, не могут иметь места

ни при каком возмущении.
Для всех исследованных частиц найдено, что энергетические

уровни соответствуют либо только антисимметричным волновым

функциям (электроны, протоны), либо только симметричным
волновым функциям (а-частицы, ядра углерода или азота); Как
мы уже видели, это обстоятельство находится в согласии с вол-

волновой механикой, хотя и не вытекает из нее непосредственно.
Вопрос о том, соответствует ли данному энергетическому

уровню, наблюденному экспериментально, некоторая симметрич-
симметричная или же антисимметричная волновая функция, несмотря на

отсутствие точной теории взаимодействия частиц, обладающих

спином, может быть решен, благодаря малости спиновых сил.

Волновая функция, описывающая любое невырожденное состоя-

состояние, напримф состояние атома гелия, будет иметь в этом случае

следующую приближенную форму:

где ty —решение уравнения Шредингера для точечных электронов.

Для вычисления энергетических уровней атома гелия мы по-

поступим следующим образом. Прежде всего решим уравнение Шре-
Шредингера для точечных электронов; мы получим при этом решения,

симметричные или антисимметричные по отношению к гг и г2.

Обе группы энергетических уровней' наблюдаются в действи-
действительности; уровни с антисимметричными волновыми функциями
(орто-гелий) оказываются, однако, триплетными. Это обстоятель-

обстоятельство обусловлено наличием спина; существуют четыре функции,
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соответствующие четырем стационарным состояниям — трем сим-

симметричным и одному антисимметричному; в нулевом приближе-
приближении они имеют следующий вид:

/а («О 7Р Ы ± /а (S2) 7Р (Sl)-

Функции -/а и 7Р были определены в гл. IV, § 2. Каждому ре-
решению уравнения Шредингера соответствуют, таким образом,
четыре теоретически возможных уровня энергии; из того обсто-

обстоятельства, что наблюдаемые уровни пара-гелия являются сингу-
летными, а уровни орто-гелия

—

триплетными, следует, что вол-

волновые функции в действительности антисимметричны по отноше-

отношению к Ь1 и Gg1).
В случав двухатомных молекул, содержащих одинаковые

ядра, задача решается точно таким же образом: мы решаем
уравнение Шредингера, не учитывая спинов ядер. Расщепле-
Расщепление уровней, обусловленное наличием спинов, слишком мало,

чтобы его можно было наблюдать непосредственно; спиновая

мультиплетность данного состояния обнаруживается только через
посредство его статистического веса, влияющего на относительную
интенсивность некоторых вращательных полос [3, 6].

Доказательство того, что волновые функции, описывающие

состояния систем, содержащих две одинаковые частицы в не-

невырожденном стационарном состоянии, либо симметричны, либо

антисимметричны по отношению к координатам частиц. Коор-
Координаты частиц обозначим цифрами 1 и 2; волновая функция фA, 2)
удовлетворяет уравнению

#A, 2) фA, 2)-Я<|>A, 2) = 0, E.8)

где Н — некоторый оператор, симметричный по отношению к ко-

координатам частиц. Мы предполагаем, что состояние невырожде-
невырождено, 4 является поэтому единственным конечным решением

уравнения E.8.).

*) Частицы, для которых могут существовать только антисимметричные
волновые функции, удовлетворяют статистике Ферми-Дирака; частицы же,

для которых существуют только симметричные волновые функции, удо-
удовлетворяют статистике Бозе-Эйнштейна. Частицы, подчиняющиеся статистике

Ферми-Дирака, подчиняются также принципу Паули. Действительно, если

две такие частицы находятся в состояниях, описываемых волновыми функ-
функциями фа и ф}, то волновая функция, описывающая состояние пары
частиц, имеет следующий вид;

фв(в1)Ф»(в.)-фв(в1)ф|(в1)-
Если оба состояния одинаковы, то эта волновая функция обращается
в нуль: отсюда следует, что две частицы не могут находиться в одном
и том же состоянии.
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Переставляя координаты 1 и 2 в уравнении E.8), получаем

[ЯB, 1)-ЯЖ2, 1) = 0. E.9)
Так как Н симметрично по отношению к 'координатам частиц,
то Н B, 1) равно Н{\, 2). В связи с этим имеем

[ЯA,2)-Я]фB, 1)=0. E.10)

Отсюда следует, что <!) B, 1) является решением уравнения E.8).
Но так как «}>A, 2) представляет собой единственное решение
этого уравнения, конечное во всех точках пространства, мы

должны положить

ф B,1) = ЛфA,2),
где Л— некоторая постоянная. Ясно, однако, что

и что ни один из этих интегралов не обращается в нуль.
Отсюда следует, что

Так как все величины, входящие в эти уравнения, вещественны,

получаем

А=±1,

что и требовалось доказать1). Следует подчеркнуть, что это до-

доказательство относится лишь к невырожденным состояниям. Со-

Состояния с неквантованной (положительной) энергией всегда, одна-

однако, вырождены. К таким состояниям эта теория неприменима.

Общая теория некомбинирующихся состояний дана в книге

Дирака [4].

§ 4. Столкновения между двумя одинаковыми частицами,
не обладающими спином

Предположим сперва, что частицы не обладают спином (а-ча-
стицы). Представим себе опыт, схема которого изображена на

фиг. 15. На экран АВ падают а-чаетицьт, движущиеся со

скоростью v, a a-частицы, движущиеся с равной, но противопо-
противоположной скоростью, падают на экран CD. Отверстия в экранах

открываются и снова закрываются, пропуская а-частицы, не

обязательно в один и тот же момент времени. Введем в рассмот-
рассмотрение волновые функции

в(г, I), у (г, t),

г) Приведенный здесь вывод является не совсем правильным ввиду
иалйчия «перестановочного» вырождения [2]. {Прим. ред.)
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нормированные к единице1). Стоящая перед нами задача заклю-

заключается в определении волновой функции системы в момент вре-

времени t после столкновения. Простейший способ ее решения
заключался бы в приписании частицам координат гх и г2, где

т1
— координата частицы, прошедшей через отверстие АВ, и т. д.

В таком случае до столкновения искомая волновая функция
имела бы следующий вид:

«(г,, l)v(rit I), E.11)

а после столкновения волновая функция "|>(г17 r2, t) определялась
бы с помощью волнового уравнения типа E.1) и начального

Фиг. 15.

условия E.11). Для физической интерпретации волновой функ-
функции следовало бы принять, что \ii(rl, r2, t) \2dt1dt2 определяет

вероятность нахождения первой а-частицы в элементе объема

(r1; dijJ) и второй а-частицы в элементе объема (r2, dr2) в мо-

момент времени t. Вероятность нахождения одной из двух рассма-

рассматриваемых частиц в элементе объема (г,, dtj), а другой частицы —

в (r2, dx2) определилась бы при этом следующим выражением:

{[0>(r1(r2)|2 + |O(r2, rl)\^}d4dz2 E.12)
(t здесь опущено).

Этот метод решения задачи, однако, неверен. Действительно,
воспользовавшись в качестве исходной волновой функции функ-
функцией E.11) и предполагая присутствие электронов, мы получим

конечную вероятность образования молекулы и, более того, ко-

конечную вероятность осуществления любого из математически

возможных стационарных состояний. Это противоречит, однако,
опытным данным; мы знаем, что у Не2 наблюдаются только та-

такие стационарные состояния, волновые функции которых симме-

точке г.

Это значит, что \ \и(т, {)|2йт=1.

2) Под (г, йт) мы подразумеваем элемент объема dx, расположенные! в

fa 1*
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тричны по отношению к координатам ядер. Мы знаем также,

что если волновая функция была вначале симметричной, то она

должна оставаться симметричной все $ремя. Согласие с опытны-

опытными данными может быть поэтому получено только в том случае,
если наша исходная волновая функция будет симметричной по

отношению к координатам обеих а-частиц.
Единственный способ построения симметричной функции из

волновых пакетов и и г; заключается в том, чтобы полошить

исходную волновую функцию равной

Ф(Г1» г2) = &[в(г1)г>(га)+и(г2)г>(г1)]) E,13)

где к— некоторая постоянная. Выясним физический смысл этой

волновой функции.
Первоначально, согласно предположению, волновые пакеты

не налагались друг на друга, откуда следует, что для любого

значения тъ при котором и (гх) конечно, v (ri) обращается в нуль.
Таким образом, в момент времени t = О

Воспользовавшись функцией E.13), имеем

ь г2) |« = А» | и (гх) о (г2) |2 + W | и (r2) v (г,) |2. E.14)

Функция и обращается в нуль во всех точках пространства, за

исключением области, расположенной вблизи отверстия АВ, а

функция v равна нулю во всех точках пространства, за исклю-

исключением области вблизи отверстия CD. Величина |ф|2 отлична,

таким образом, от нуля только при значениях т1г близких к АВ,
и значениях г2, близких к CD, или наоборот. Мы не можем по-

поэтому рассматривать | Ц) |2 dxx dra как вероятность того, что части-

частица, наблюденная вблизи АВ, находится в элементе объема (rlt dxj)
и т. д., так как эта вероятность обращается в нуль при значе-

значениях ij, близких к CD. Мы долшны интерпретировать | ф |2 dx2 d"c2,
как вероятность того, что одна а-частица (любая из двух) нахо-

находится в элементе объема dzu а другая частица —в элементе

объема dx2. Ясно, что выражение E.14) даст правильное значе-

значение зтой вероятности, если мы положим к равным единице1).
Мы сохраним такую интерпретацию для любой волновой

функции <Ь (г1( г2), описывающей состояние двух тождественных

частиц. Отметим, что если эта интерпретация имеет смысл, то

|2 симметрично, т. е.

, г,)!2.

') Это дает \\ | ф I8 rf^i с?ха = 2. Волновые функции нормированы, таким

образом, к двум.
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Существуют два способа построения волновой функции, обла-

обладающей этим свойством в момент времени г = 0; две возможные

волновые функции имеют при этом следующий вид:

и (гх) г; (г2) ±м(г2)у(гх).
Таким образом, согласно приведенным выше соображениям, сле-

следует пользоваться либо симметричной, либо антисимметричной
волновой функцией; однако если бы не было известно, что для

Не2 антисимметричные состояния в природе не наблюдаются, то

мы не знали бы, которую именно из этих функций надлежит

выбрать; в рамках волновой механики оказалось бы при этом

невозможным сделать какие-либо заключения относительно столк-

столкновений рассматриваемого типа.

Конечно, такая интерпретация функции ф априори не явля-

является необходимой; мы могли бы воспользоваться для момента

времени t = 0 несимметричной волновой функцией и (rj) v (r2) и:

рассматривать | ф |2 d^ dx2 как вероятность нахождения одной из

двух частиц в точке гх. В результате, как уже было сказано

выше, мы получили бы, однако, конечные значения вероятности

существования молекул в антисимметричных стационарных со-

состояниях, что в действительности не наблюдается.
Применение симметричной волновой функции дает иные зна-

значения вероятности рассеяния, нежели применение несимметрич-
несимметричных волновых функций. Если бы мы воспользовались последни-

последними, то исходная волновая функция имела бы вид «(г^у (г2).
Пусть ф (rx, r2, t) есть значение такой волновой функции через

промежуток времени t. Примем, что величина [ 4* (ri> Г2> t) |2 ^xi ^X2
определяет вероятность того, что первая частица, находившаяся

первоначально в АВ, находится теперь в элементе объема (ri, dij),
а вторая частица —в элементе объема (r2, dx2), тогда как

I §(Г2> ri> t) pdijdig определяет вероятность того, что частица,

первоначально находившаяся в АВ, находится в элементе объема

(г2, dz2) и т. д. В таком случае вероятность того, что одна из

частиц находится в элементе объема (гь d-cj), а вторая частица —

в элементе объема (г2, dx2), определится выражением вида [см.
выражения E.9)]

{|ф (гъ г2) |2 +1 ф (г„ п) |2} dr, dx2. E.15)
G другой стороны, если мы воспользуемся симметричной волно-

волновой функцией, то исходная волновая функция будет иметь вид

а волновая функция через промежуток времени t

Ф(Г1. »«,*) + *(»«> »!.*)• E-16)

Вероятность нахождения одной из частиц в элементе объема
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(rb dtj), а другой частицы — в элементе объема (r2, dx2) равна
при этом

I Ф (П, rz, t) + b (r2, гъ t) |2 d-n dz2, E.17)

т. е. определяется выражением вида

i, r8) |2 +1 «i> (ra, i'i) |2 + ф (r1; г2) ф* (r2, rO +

+ <S> (r2> ri) ** (ri, r2)} d-ci dx2. E.18)

Мы видели, что применение симметричной волновой функции
E.16) не дает возможности определить вероятность нахождения

Фиг. 16.

в элементе объема dx1 какой-либо определенной а-частицы, на-

например той а-частицы, которая находилась первоначально вбли-
вблизи АВ. Если некоторая а-частица наблюдена в данной точке, то,

вообще говоря, не существует такого опыта, с помощью которо-
которого можно было бы установить, та ли это а-частица, которая
находилась первоначально в АВ, или же какая-либо другая.
Волновая функция дает нам, таким образом, не больше сведе-

сведений, нежели экспериментальные данные. Установить, о какой
именно из а-частиц идет речь, можно было бы лишь в том слу-
случае, если бы траектория волнового пакета, описывающего дви-

движение одной из а-частиц, нигде не пересекалась с траекторией
волнового пакета, описывающего движение второй а-частицы.

Осуществление такого рода опыта принципиально возможно для

медленных а-частиц (8rce2/to > 1).
На фиг. 16 заштрихованные участки представляют собой

траектории двух волновых пакетов. Ясно, что если некоторая
частица наблюдена в точке Р, то первоначально она должна

была находиться в АВ. Отсюда следует, что применение симме-

симметричной волновой функции дает нам в этом случае меньше све-

сведений, нежели экспериментальные данные. Применение несимме-
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тричной волновой функции дало бы нам, однако, в этом случае
те же значения вероятности нахождения частицы, что и приме-
применение симметричной волновой функции, так как член

ф(гх, г2)ф* (г2, гг) в выражении E.15) обращается в нуль при
любых значениях гх и г2.

Рассмотрим теперь «опрос о вычислении вероятности рассея-
рассеяния при столкновении двух частиц. Наиболее простым является

случай стационарных пучков бесконечной ширины. Рассмотрим
два таких пучка, движущихся параллельно оси z с равными по

величине (и/2) и противоположными по направлению скоростями.
Нас интересует определение числа рассеянных частиц, движу-
движущихся в направлении ОР под углом 6 к линии ВА. Частица

В О

Фиг. 17.

может оказаться отклоненной на угол 6 от линии ВО или же

на угол (я — 6) от линии АО, как это показано на фиг. 17.

Введем в рассмотрение координаты частиц гх и г2. Положим

далее

/• = /-!
— г2,

Волновая функция системы может быть при этом записана в

форме (см. § 1)

В рассматриваемом нами случае центр тяжести системы неподви-

неподвижен, и функция W поэтому постоянна. Функция ф удовлетворяет

уравнению

где

т
=Т

а V (г) — потенциальная энергия взаимодействия частиц. Решение

ф (г) может быть найдено с помощью методов, изложенных в гл. II:
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при больших значениях г оно приобретает следующий вид:

^ ^ eikz

где eitz характеризует «падающую волну» г) (в пространстве г), а

j.-igiir—рассеянную волну. Если бы частицы были различимы, то этой
волновой функцией мошно было бы воспользоваться для описания

явления рассеяния. Величина | / F) |2 при этом была бы пропор-
пропорциональной вероятности того, что линия центров обеих частиц
отклонится на угол 8. Число частиц, рассеянных в направлении ОР,
было бы пропорционально величине

Мы должны, однако, построить симметричную волновую функцию

При перестановке г1 и г2 вектор г становится равным
— г. Вели-

Величина г остается при этом неизменной, а угол 6 заменяется

углом (я —6). Симметричная волновая функция имеет, таким

образом, следующий вид:

, ei*Z + e-iiz + /-1eiir[/(9) + /(я —в)]- E.20)
Падающая волна может быть описана выражением

2 cos kz = 2 cos к (z± — z2);
среднее значение | <J> |2 для падающей волны равно, таким обра-
образом, 2; эта волна соответствует, следовательно, одной частице,

приходящейся на единицу поперечного сечения в каждом пучке

(см. примечание на стр. 124). Из выражения E.20) следует, что

вероятность нахождения рассеянной частицы в элементе объема dxj
и другой частицы, с которой первая столкнулась, в элементе

объема dx2, определяется выражением

где г —расстояние между йъг и dx2, a 6— угол между прямой,
соединяющей dxl с dz2, и осью z.

Эффективное сечение для столкновения, при котором одна
из частиц отклоняется внутри телесного угла dco, равно, таким

образом,
|/(б) + /Ог-в)|»*и. E.21)

Отсюда легко определить вероятность рассеяния для того

«лучая, когда одна из столкнувшихся частиц в начальный момент

времени была неподвижной. В этом случае траектории столкну»-
шихся частиц расходятся под прямыми углами. Если а-частица,

х) В случае кулонова поля функция, описывающая падающую волну,
носит более сложный характер; см. гл. III, § 1.
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движущаяся со скоростью о, сталкивается с неподвижной а-ча-

стицей (ядром гелия), то эффективное сечение /(в) d«> для столк-

столкновения, в результате которого частица рассеивается на угол 8

внутри телесного угла dm, согласно E.21), определится следую-
следующим выражением (см. гл. VIII, § 10):

/F)da> = |/B8) + /(i:-2e)|24cos6du>. E.22)
Следует отметить, что формула E.22) определяет вероятность

того, что частица будет наблюдена в направлении, составляющем

угол б с направлением движения падающего пучка; эта частица

может быть либо а-частицей, рассеянной иэ первоначального

пучка, либо отброшенным ядром атома гелия. После того как

столкновение уже произошло, невозможно ответить на вопрос
о том, которая из двух столкнувшихся частиц была падающей
и которая

— неподвижной до момента столкновения; в волновой
механике подобный вопрос не имеет смысла.

Кулоново поле

Если взаимодействие частиц с достаточной степенью точности

может быть описано кулоновым полем V (г) = {Zef/r, то функ-
функция /(б) известна; она имеет вид1)

/¦(в) = ~*~г cosec2
у ехр [й In A — cos б) + 2irl0 + iiz],

где

т
—~2' hv~ '

причем т]0 не зависит от 6. Из E.22) следует

/(8) = (j^J (cosec48 + sec46 + 20cosec26sec26Lcos8, E.23)
где

<I> = cos(alntg28).
Соответствующие формулы классической механики [7] могут быть

получены из выражения E.23), если мы положим Ф = 0.

Следует отметить, что при 6 = 45° число рассеянных частиц,

подсчитанное по формуле E.23), вдвое превышает значение, да-

даваемое классической теорией.
Число частиц, рассеянных на данный угол, определяемое

формулой E.23), при у—»0 не стремится к значению, предска-
предсказываемому классической теорией. Когда у мало и, следовательно,

а велико, интенсивность рассеяния в интервале между любыми

двумя углами должна, однако, стремиться к своему классиче-

классическому значению в виду быстрых колебаний функции Ф между -f 1
и —1 при изменении б.

х) См. уравнение E.19) и гл. III, § 1.

9 Н. Мотт и Г. Месси
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Формула E.23) была проверена экспериментально для случая

рассеяния а-частиц в гелии [8]. При этом применялись очень

медленные а-частицы, так как только в таком случае можно

считать, что взаимодействие между ядрами обратно пропорцио-
пропорционально квадрату расстояния (см. гл. XIII, § 2).

§ 5. Столкновения между двумя одинаковыми частицами,

обладающими спином

В предыдущем параграфе был рассмотрен вопрос о столкно-

столкновениях между двумя одинаковыми частицами, не обладающими
спином и подчиняющимися статистике Бозе—Эйнштейна. В этом

параграфе мы рассмотрим вопрос о столкновении между такими

частицами, которые, подобно электронам и протонам, обладают

спином, т. е. половиной кванта момента количества движения,

и подчиняются статистике Ферми—Дирака. Получаемые при этом,

результаты легко могут быть обобщены на случай частиц, обла-

обладающих любым квантованным значением момента количества

движения и подчиняющихся любой из двух статистик (см. § 6).
Вернемся к рассмотрению опыта, описанного нами в начале

предыдущего параграфа. Если частицы обладают спином, то вол-

волновая функция, характеризующая состояние частицы, должна

зависеть также и от спиновых координат. Предположим, что час-

частица, прошедшая через отверстие АВ, обладает спином, направ-
направление которого характеризуется вектором 1, так что волновая

функция, описывающая движение этой частицы, имеет вид1)

Аналогично волновую функцию, описывающую движение второй
частицы, запишем в виде

е(*)Хп(*)-
Для описания столкновения мы должны воспользоваться анти-

антисимметричной волновой функцией; волновая функция, характе-
характеризующая состояние системы до столкновения, может быть оп-

определена 2) в виде

B(l)ZI(l)oB)xnB)-BB)xIB)e(l)zll(l).
Волновая функция, характеризующая состояние системы после

столкновения, имеет следующий вид:

Щтивг; г|>вя) = Х|A)ХпB)фA,2)-х,B)ХпA)фB,1).E.24)

При этом мы пренебрегли маловероятным изменением направ-

направления спинов. Вероятность того, что в момент времени t одна

х) См. гл. IV, § 2, где дано определение функций /а и

г) Цифра 1 соответствует тх или slt цифра 2—г2 или s2.
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из частиц находится в элементе объема (rlt dii), определяется
соответственно выражением

E.25)

Если 6 и срх) — полярные углы, характеризующие направление

вектора 1, а б', <р' — то же для вектора п, то имеем

R R

Ъ (») = - sin
-2 "/• (в) + cos

у е*»хр(8).

Далее,

и

2 fa (s) ^« (s)= S^n
T

s'n
 ""*~cos T

cos
~2~

e*

s

Вероятность E.25) равна, таким образом,

,2L»* B,1)] X

X [. sin2 4 sin2 ^- + cos21 cos2 ^ +
+ 2 cos

у
cos
у

sin
у

sin
у cos(cp

— cp')],
что сводится к

|фA,2)|»+Ц.B,1)|«-

-4 [Ф A,2) Г B,1)+ * B,1) Г A.2)] (cose + 1), E.26)

где в — угол между направлениями спина,

cos в = 1 • п.

Выражение E.~26) может быть записано в следующем виде:

где

4 = ^-A-cos 6), 5 = ^C + cose).

Для вычисления вероятности данного столкновения мы должны,

таким образом, использовать как волновые функции, симметрич-
симметричные по отношению к пространственным координатам частиц, так

и антисимметричные волновые функции. Если вероятность,
получаемая при применении симметричных функций, есть Р$,
а вероятность, получаемая при применении антисимметричных

См. гл. IV, § 2.

9*
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функций, есть Ра, то истинная вероятность равна

± )/>А, E.27)

где в — угол между направлениями спинов двух сталкивающихся

частиц. Если угол в неизвестен, т. е. если два сталкивающихся

пучка частиц неполяризованы, то выражение E.27) должно быть

усреднено по всем значениям в. Так как среднее значение

cos в равно нулю, то вероятность равна

(P+3P) E.28)
В качестве примера рассмотрим пучок эл ектронов, плотность

которого такова, что за единицу времени через единицу площади

поперечного сечения проходит один электрон. Предположим, что

этот пучок электронов сталкивается с отдельным неподвижным

свободным электроном. Определим вероятность того, что за еди-

единицу времени произойдет такое столкновение, в результате

котор ого одна из частиц после столкновения будет двигаться

в направлении, заключенном внутри телесного угла d<& под углом
6 к нанравлению движения падающего пучка. В этом случае

[см. уравнение E.23)]

Ps = _!l (cosec4 6+sec4 6 + 2Ф cosec2 6 sec2 6) 4 cos 6 E.29a)

и аналогично

pA = _il (cosec4 0 + sec* в — 2Ф соьес2 6 sec2 6) 4 cos 6, E.296)

где

Вероятность определяется, таким образом, выражением E.27),
если направления спинов известны, либо выражением E.28),
если направления спинов неизвестны.

Отметим, что если спины направлены одинаково, то мы

должны пользоваться только антисимметричным решением. Отсюда

следует, что рассеяние электронов* на 45° не может осущест-
осуществляться. Если же спины антипараллельны, так что в равно 180°,
то число рассеянных электронов равно

^(Ps + Рл),

т. е. совпадает со значением, даваемым классической теорией.
Практически рассеяние пучка электронов неподвижными

электронами можно наблюдать лишь в том случае, когда под
«неподвижными» электронами подразумеваются связанные атом-

атомные электроны. Электроны в падающем пучке должны при этом
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обладать столь большой энергией, чтобы силами связи и движе-

движением атомных электронов можно было пренебречь. Если это ус-
условие выполняется, мы имеем

— «1
hv ^ 1'

Множитель Ф в выражениях E.29) может быть в связи с этим

заменен единицей, за исключением случая малых углов, когда
отклонения от классических формул малы при любых условиях.

Вильяме [9] сопоставил формулы E.28) и E.29) с экспери-
экспериментальными данными, относящимися к наблюдениям над элек-

электронами с энергией 20 000 в в камере Вильсона, и получил при
этом хорошее согласие теории с опытом.

Рассеяние протонов в водороде было исследовано Гертсеном [10],
причем полученные результаты говорят в пользу формулы E.28).

Современные работы по рассеянию протонов протонами посвя-

посвящены в основном определению близкодействующих некулоновых
сил между двумя протонами, а не исследованию эффекта сим-

симметрии; однако при анализе опытных данных последний эффект
принимается во внимание. Эти работы рассматриваются нами

в гл. XIII, § 1.

§ 6. Столкновения между одинаковыми ядрами

Если пучок атомов пропускается через газ, состоящий из

атомов того же сорта, и если при этом энергия пучка такова,
что наименьшее расстояние при сближении между частицами
для рассеяния на данный угол меньше, нежели радиус К-обо-

лочки атома, то влиянием электронов при рассмотрении столкно-

столкновений такого типа можно пренебречь. Число рассеянных частиц

при этом равно [И]

где Ps и Ра определяются формулами E.29), причем т и е— масса

и заряд рассматриваемых ядер. Коэффициенты Cs и Са зависят

от рода статистики, которой подчиняются ядра, а также от

численного значения спинов. Отношение Cs '¦ СА равно отношению

интенсивности симметричных и антисимметричных линий враща-
вращательных полосатых спектров двухатомных молекул рассматри-
рассматриваемого элемента. Таким образом,

для ядер, подчиняющихся статистике Ферми—Дирака, и
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для ядер, подчиняющихся статистике Бозе—Эйнштейна; здесь

sn^z
— момент количества движения ядра (для протонов sn = V2>

для Не sn = 0, для Nu sn = l и т. д.). Более подробные сведения
о ядерных спинах можно найти в книге Бете и Вечера [12].
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Г лава VI

НЕОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В этой главе рассматриваются методы решения некоторых

дифференциальных уравнений типа

где L— линейный дифференциальный оператор второго порядка,
a F — некоторая известная функция.

§ 1. Обыкновенные дифференциальные уравнения.
Общее решение

В этом параграфе мы рассмотрим дифференциальные урав-
уравнения типа

где р, д, / — известные функции от х. С помощью подстановки

х

у=хР ехр I — V р dx I
L J J

уравнение F.1) может быть приведено к виду

-F. F.2)dx*

Мы ограничимся поэтому рассмотрением уравнения F.2).
Заметим, что уравнение вида

в результате подстановки

может быть приведено к форме

^ fx. F.2а)

Существует несколько методов решения уравнения F.2).
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Метод I. Предположим, что нам известны два независимых

решения уравнения

Обозначим эти решения через <|)х и ф2. Из уравнения F.3) сле-

следует, что

Мы можем поэтому умножить фх и ф2 на постоянные коэффици-
коэффициенты таким образом, чтобы выполнялось равенство

любых я>- F >
Если Фх и <J>2 выбраны так, что соотношение F.4) удовлетво-
удовлетворяется, то функция

х Ь

J J 0^ dx F.5)

является решением уравнения F.2), как это легко может быть
проверено путем подстановки F.5) в F.2). Далее, так как функ-
функция F.5) содержит две произвольные постоянные а и Ъ, она

является общим решением уравнения F.2).
Этот метод рассмотрен более подробно в книге Куранта

и Гильберта [1].
Метод 11. Предположим, что нам известно одно из решений

уравнения F.3); обозначим его через 4. Полагая в уравнении F.2)

получим

dx2 ' ' dxdx

Отсюда следует, что

X

[*]¦?= $^<fc' F-6>
а

и, следовательно,

х х'

W = <!> (х) J И» (х')]-* dx' J F (af) <j» (ж") <te*. F.7)

Выражение F.7) представляет собой искомое решение, содержащее
две произвольные постоянные аир.

Для решения задач, рассматриваемых в данной главе,
наиболее пригодным является первый метод.
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§ 2. Решение, удовлетворяющее граничным условиям
В этом параграфе мы покажем, как может быть найдено

решение уравнения

удовлетворяющее определенным граничным условиям. Предпо-
Предположим, что функции Q и F удовлетворяют следующим условиям:

F (х) —» 0 при х —» оо,

причем функция F (х) ограничена и дифференцируема во всей
области 0<а;< оо, за исключением точки х = 0, где она может

иметь полюс порядка х~1\ далее,

Q(x) = A-U(x),
где А — постоянная, a U—некоторая функция, для которой

xll (х) —» 0 при х —» оо,

при этом функция U (х) ограничена и дифференцируема во всей

области, за исключением точки х = 0, где она может иметь

полюс типа п (п-\-i.)/xz (п — положительное целое число или же

нуль).
Наложим на функцию W два граничных условия.
1. В точке x — OW должно обращаться в нуль. Из харак-

характеристического уравнения следует, что вблизи х = 0 одно из ре-
решений будет вести себя, как xn+i, а другое

— как х~п; вначале

координат одно из решений будет, таким образом, обращаться
в нулк.

2. Второе граничное условие зависит от знака постоянной А.

Если А положительно, мы запишем

А = к*
и выберем W так, чтобы

W ~ const • eikx.

Если А отрицательно, мы выберем функцию ЧГ таким образом,
чтобы она была ограничена при ж—> оо. Мы увидим в дальнейшем,,
что эти два условия полностью определяют W и что найти реше-
решение ЧГ, удовлетворяющее этим условиям, оказывается возможным

при всех значениях А, за исключением одного частного случая.

Рассмотрим сперва тот случай, когда А положительно. Наше

уравнение приобретает при этом вид

Пусть фг есть решение уравнения

g+ [ft«-*7(*)H = 0, F.9>

обращающееся в нуль в начале координат.
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Предположим, что фх нормировано так, что (см. гл. П, § 1)

<JI-^sin(Aa; + Ti) (ж велико).

Обозначим через <|>2 решение уравнения F.9), для которого

ф2 ^ к~г exp [i (kx -\- vj)] (x велико).

При всех значениях х функции <J>2 и "b удовлетворяют соотно-

соотношению

Отсюда следует, что функция F.5) является общим решением
уравнения F.8). Решение, обращающееся в нуль в начале коор-
координат, есть, очевидно,

X X

i}z{x) ^ ^Fdx. F.10)
0

При х—> оо оба интеграла сходятся; положив а = <х>, мы получим

решение, обладающее требуемой формой при больших значе-

значениях х:

оо

W ъ „i-lgite+i, С fyPdx. F.11)
о

Искомое решение всегда может быть, таким образом, найдено,
«ели интегралы

оо

\F(x)e±ibxdx
о

сходятся.

Рассмотрим теперь тот случай, когда А отрицательно. По-

Положим

A=-f.
Мы должны найти решение уравнения

лри условии, что функция W обращается в нуль в начале коор-
координат и остается конечной при х = оо.

Пусть попрежнему фх есть решение уравнения

= 0, F.13)

обращающееся в нуль в начале координат. В общем случае
зто решение при соответствующей нормировке будет вести себя

лри больших значениях х, как етх. Только при некоторых опре-
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деленных (так называемых собственных) значениях у функция ф
будет иметь асимптотическую форму е~ х.

Если у не является одним из собственных значений, то реше-
решение уравнения F.12) может быть найдено следующим образом.
Обозначим через ф2 решение уравнения F.13), имеющее асимпто-
асимптотический вид

Тогда искомое решение уравнения F.12) может быть записано

в форме

Оно стремится к нулю при возрастании х до бесконечности,
если при этом F(x)~>0.

Если y принимает одно из собственных значений, то реше-
решение tyu обращающееся в нуль в начале координат, имеет асим-

асимптотический вид е~7Ж; в качестве <1>2 мы должны при этом выбрать
решение, ведущее себя, как i~iesx. Решение уравнения F.12),
обращающееся в нуль в начале координат, тогда будет

X X

W = i-fa ^ ф2 F dx - -!J ^ ^ F dx ) .

о О

При больших значениях х, оно будет вести себя, как

X ОО

^2 F dx- ef«j-1 J фх F
a 0

Можно показать, что первый член этого выражения конечен, так

как F—->0 при х—> со; мы можем, таким образом, получить
конечное решение в том, и только в том, случае, если

х

^^0.
¦

F.15)

Второй метод, с помощью которого может быть найдено ре-
решение уравнения F.12), есть обычный метод, применяющийся
в теории возмущений. Положим

= 2 е»

п
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где фп — нормированные характеристические функции уравнения

подчиняющиеся следующим условиям: при х = 0 функция <!> дол-
должна обращаться в нуль, а при х = оо она должна оставаться

конечной. Суммирование означает здесь также и интегрирование
по непрерывной области значений 7"(~Тп положительно).
Дискретных значений может даже вовсе не существовать.

Подставляя функции F.16) в уравнение F.12), умножая
последнее на 4„ и интегрируя по всем значениям х, получаем

Если у есть одно из собственных значений, например ут, то ре-
решение, обращающееся в нуль при х = 0 и при х = об, существует
только при условии ат = 0, т. е. только в том случае, если

о

Это условие эквивалентно условию F.15).

Интегральное уравнение, определяющее фазу. Исследуем
уравнение B.12):

^+[*2-^)-^]^0. F.18)

При решении задач теории рассеяния, рассмотренных нами

в гл. II, нас интересовало собственное решение Gp этого уравне-
уравнения, имеющее асимптотическую форму

Gp~ inBn + 1) A^sin ( Ат — А-пя) +ce«r. F.19)

Было показано, что множитель с дается выражением

°
27ft '

если собственное решение имеет асимптотический вид

Gv ~ in Bи + 1)А е^п sin Qtr — -i тт +

Если мы перепишем уравнение F.18) в форме

to из F.11) следует, что

Gp ~ г" Bл +1) к- * sin Qcr - ~ геяГ) -
гкт— -jr- inn

-k~le
2

^ ©f/(r)Gd/-. F.20)
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Здесь E$ есть решение уравнения

АЩ
а. Г*' "("+1I м л__ + ^д

-

г2 J ф
_ и,

обращающееся в нуль в начале координат и обладающее асим-

асимптотической формой sin ( кг—2"/гтО, т- е.

1/2

Сопоставляя F.20) с F.19), получаем

^L (e2ii)n _ 1) = _ eti)n С ($J?/
о

где

G (г) ~ sin Г Ar — -j «к + Y]n J .

Это приводит к интегральному уравнению
1/2 оо 1/2

Это уравнение будет использовано нами в гл. VII, § 6. Прибли-
Приближенная формула B.27), определяющая т]„,' получается в резуль-
результате замены функции G (/•) функцией © (г) при малых значе-

значениях U (г).

§ 3. Дифференциальные уравнения
в частных производных

В этом параграфе положение точки в трехмерном простран-
пространстве мы будем определять ее декартовыми координатами х, у, z,
или сферическими координатами г, 6, <р, или вектором г.

Обозначим через L оператор
L = V2 + A2 — U (г),

где U(г) — функция, для которой rU(r)—>0 при г—*оо. Пусть
-F (х, у, z) есть функция, для которой rF—^0 при г—>оо.

Нашей задачей является отыскание решения <)> уравнения

ty±F(x,y,z), F.21)

удовлетворяющего следующим граничным условиям:

Функция i> конечна во всех точках пространства;

ip~p-i el*r /(89) при больших значениях г,

где /F<р) — некоторая функция, подлежащая определению.



142 ГЛ. VI. НЕОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Разложим функции <j> и F в ряд по шаровым функциям.
Запишем

К (cos 6) = sin 6
d ((fo" вг Рп (cos 6) (m>0)

и воспользуемся тем, что

Т)тп
п

Положим, далее,
со т =+п

W (т II 7\ ^ ^ Ат (г\ Рт (спа"

\*> У> z)
—

2j Zj n v / n \cos
n=0 m=—n

Искомое решение <]> представим в виде

В„т И Р% (cos 6) в*»*. F.23)
n m

Подставив эти выражения в уравнение F.21), умножив послед-
последнее на

Р™ (cos 6) e~inuf sin'6 ш d<?

и проинтегрировав по 6 и <р по поверхности сферы, получим

Полагая, далее,

получим

т. е. уравнение того же типа, что и уравнения, рассмотренные
нами выше в § 1 и 2. Согласно F.14), решение уравнения F.24),
удовлетворяющее требуемым граничным условиям, есть

с»

S-= -kLn{r) \ Hn(r)AZ(r)r>dr-
г

г

- кНп (г) ^ Ln (г) А™ (г) г*dr. F.25)
о

Здесь Ln и Нп— решения уравнения

причем Ln конечно в начале координат и нормировано таким
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образом, что его асимптотическая форма1) имела вид

Ln -С (кг)'1 sin (&r — у + 7

а Нп имеет асимптотическую форму

Нп~ (кг)-1 ехр Г i С кг —
™

+ rlnJ1 .

Выражения F.23) и F.25) определяют искомое решение уравне-
уравнения F.21).

Во многих случаях удобно представить это решение в виде

интеграла:

ф= $$ $ К (г, r')F(x', у', z')dx'dy' dz'. F.26),

Полагая

n=0

oo

к - -^ 2 Bra+4) я« w L« (Op" (cos e) (*¦ > '¦')•
n=0

где

cos в = cos 6 cos 8' + sin 8 sin 6' cos (<p — <p')>

легко показать, что функция F.26) является искомым решением-
Действительно [2],

2п к

Ц ^ sin 8 db Pn (cos в) Р% (cos 8) eim* =
о о

= _i!L-i>m(CoSe')eimf". F.27)

Отсюда следует непосредственно, что функция F.26) эквивалент-

эквивалентна решению, определяемому выражениями F.23) и F.25).

Асимптотическая форма решения. При больших значениях г

и заданном г' имеем

оо 1 .

х) См. гл. II, § 1. Условие конечности в начале координат опре-
определяет значение i]n.
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Обозначив через % (г, 8) функцию х)
тх>

) *" eiiln ^n @ ^п (cos 8),
п=0

получаем

AT (r, r') ?.r-ie*»%{r',«-Q).
Решение <|> имеет, таким образом, асимптотическую форму

'- У'' z')dx'dy'dz', F.28)

при условии, что интеграл сходится.

Уравнение
L$ = F(x, у, z),

где

может быть решено аналогичным образом. Конечное решение
этого уравнения всегда может быть найдено, если только у же

является собственным значением уравнения (см. § 2)

L4> = 0.

§ 4. Решение уравнения (V2 + k2)^ — F(x, у, я)

Уравнение

{V* + №)ii = F{x,y,z) F.29)

представляет собой частный случай уравнения, рассмотренного
нами в предыдущем параграфе; оно совпадает С ним при U(r) = 0.
В этом случае

л, следовательно, согласно F.28), асимптотическая форма реше-
решения ij» есть

^-JLf-iettr С С С е-**»-*'F(x', у', z')dx'dy'dz', F.30)

где п — единичный вектор направления 8, <р, так что

п • г' = г' [cos 6 cos 8' + sin 6 sin в' cos («p — ?')].
Решение <J> имеет вид

А" (г, г») ^ (*'. У', z') da;' dy' dz',

1) Си. уравнение B.16). Асимптотическая форма % имеет вид
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где

к_
1 exp(tft[r—г'|)

л -

4гс | г-г' |

Это может быть доказано с помощью уравнения F.27), а также

и непосредственно.
Воспользуемся теоремой [3], согласно которой для двух ко-

конечных и дважды дифференцируемых функций х, у, z та. любого

объема 2, ограниченного некоторой замкнутой поверхностью Е,
имеет место соотношение

\\\ F.31)

Здесь д/дп означает дифференцирование по внешней нормали к

элементу поверхности; в левой части равенства интегрирование

производится по поверхности S, ограничивающей объем Q, в

правой части лнтеграл берется по объему Q. Воспользуемся этой

теоремой, заменив функцию / решением <j> уравнения F.29),
удовлетворяющим граничным условиям. В качестве независимой

переменной выберем г'; таким образом / = <j>(/•'). Вместо g под-
подставим значение К (г, г'), рассматривая его как функцию от г'

при постоянном г. В качестве объема Q мы рассмотрим объем,
заключенный между двумя сферами и>г и ш2, центр которых
находится в точке г. Обозначим радиусы сфер о^ и ш2 соответ-

соответственно через р! и р2 и рассмотрим предельный переход при
р1—»оо и р2 —>0. Точка г = г', в которой к имеет полюс, будет
находиться при этом вне объема Q.

В результате получим

x'dy'dz>. F.32)

Для всех точек внутри объема 2 имеем

Отсюда правую часть уравнения F.32) можно представить в виде

К {г, t')F{x', у', z') dx' dy' dz'. F.33)

Интеграл в левой части уравнения F.32) может быть разбит на

две части: на интеграл по внешней поверхности сферы 1% и ин-

интеграл по внутренней поверхности сферы ш2- Воспользовавшись

асимптотическими значениями ty ш К, легко показать, что при
возрастании радиуса сферы шг до бесконечности первый из этих

интегралов стремится к нулю. Интеграл

H. Мотт и Г. Мееси
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стремится к нулю по мере того, как радиус сферы о>2 убывает
до нуля; так как, однако, К имеет полюс в центре сферы, то

при о>2—»0

Сопоставляя это выражение с интегралом F.33), находим

*(Г)=Ш^(Г' r">F(x'> У'' z')dx'dy'dz',

что и требовалось доказать.
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Глава VII

РАССЕЯНИЕ СИЛОВЫМ ЦЕНТРОМ

(ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ; РАЗЛИЧНЫЕ ТЕОРЕМЫ)

§ 1. Приближение Борва

В настоящей главе мы, как и в гл. II, рассмотрим вопрос о

рассеянии пучка частиц заданным силовым полем V (г); в этом

параграфе мы получим приближенную формулу, справедливую
только для быстрых частиц; вывод этой формулы окажется зна-

значительно более простым, нежели вывод точной формулы B.17).
Мы будем решать волновое уравнение

ff(i-)]<|> = 0, G.1)
где

8п*тЕ гпА_8*тУ(г)

а функция <]* должна иметь асимптотическую форму

^^eifa + /.-ieiir]>F). G.2)

Воспользуемся теоремой, доказанной нами в гл. IV, § 4, согласно

которой наиболее общее конечное решение уравнения

V^ + k^= F(x, у, z),

где F (х, у, z) — F (г) — некоторая известная функция, имеет вид

причем G является общим решением уравнения

Отсюда следует, что общее решение <]* уравнения G.1) должно

удовлетворять интегральному уравнению

)dx'. G.3)

Выражение, стоящее в правой части этого уравнения, характе-
характеризует расходящуюся волну; для того чтобы функция ф могла

иметь асимптотическую форму G.2), мы должны, следовательно,

положить

10*
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Для определения / F) воспользуемся асимптотической формой
выражения G.3) при больших г. Обозначая через п единичный

вектор направления г

n = (sin 6 cos <p, sin 6 sin <р, cos 6),
имеем

| г — г' | ~ т"
— п • г' + Члены порядка —,

и, следовательно,

ty^eikz_r-ieurl_ С е-«* ¦•*'?/(т-')ф (г') dx'. G.4)

Формулы G.3) и G.4) являются точными. Интересно отметить,
что рассеянная волна имеет такой вид, как если бы каждый

элемент объема рассеивал шаровую волну с амплитудой, числен-

численное значение которой на единице расстояния равно произведе-
произведению— 2s:mh~2V(r)dx на величину амплитуды падающей волны
в данной точке [1].

Предположив, что диффракция волны от центра рассеяния не

слишком велика, мы можем вычислить /F). В этом случае функ-
функция ф(г') в интеграле F.4) может быть заменена невозмущенной
волновой функцией е*4?'. Это приближение справедливо только

для быстрых частиц (см. § 2 и гл. IX).
Соотношения G.2) и G.4) при этом дают

?fc, G.5)

где п0 —единичный вектор, направленный вдоль оси z, так что

z — n0
¦ г. Для вычисления интеграла G.5) удобно воспользоваться

сферическими координатами а, {5, направив ось а = О вдоль век-

вектора п0
— п. При этом

0 0 0

где

со

sinada { г*dreiKrco*aV(г),

4* sin -=¦
oh2 In h

101 X
' "

к mv

Выполнив интегрирование по а и р, имеем

^l(r)r>dr. G.6)
б

Эта формула и представляет собой искомый результат; интенсив-
интенсивность рассеяния внутри телесного угла d«o определяется вели-

величиной |/F)|2do>.
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Если V (г) характеризует поле атома, то часто оказывается

удобным преобразовать выражение G.6) таким образом, чтобы
оно содержало плотность заряда в атоме; обозначая через

—

ер (г)
плотность заряда в некоторой точке, имеем

^. G.7)

Подставляя выражение G.7) в интеграл G.5) и воспользовавшись

соотношением (см. гл. XI, § 1)
Г exp (to • г') ,

,
_

4* it г>
] |г-г'|

dT
-|npe '

получаем следующий окончательный результат:

|) G.8)

где
СО

\™^dr. G.9)

Величина F называется обычно атомным фактором рассеяния;
она табулирована в некотором интервале значений К для всех

элементов (см. гл. IX).
Сопоставим формулу G.8) с соответствующей формулой для

рентгеновых лучей. Интенсивность рассеяния рентгеновых лучей
некоторым атомом на угол 6 внутри телесного угла dm опреде-
определяется выражением [2]

Сходство этого выражения с формулой G.8) объясняется весьма

простым образом [1].

Замечания о рассеянии, определяемом формулой Борна,
Амплитуда рассеянной волны может быть вычислена с помощью

формулы G.6) или G.8). Из этих формул следует, что рассеяние

зависит только от ^in-^-//., т. е. только от csinj. Точная фор-
формула для / F), полученная нами выше в гл. II, давала, однако,
иной результат. Соотношения G.6) и G.8) можно поэтому счи-

считать справедливыми лишь при тех условиях (быстрые электроны),
при которых применима формула Борна.

Из формулы G.6) следует, что в том случае, когда по мере
возрастания г до бесконечности V (г) стремится к нулю быстрее,
нежели /—3, функция /F) при убывании 8 до нуля сохраняет
конечное значение. Это справедливо также и в случае точной

формулы B.17), определяющей /F).
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Для данного атома значение /(8) при 6 = 0 от v не зависит.

При больших значениях v функция / F) убывает быстрее по мере

увеличения 6, нежели при малых у.

При возрастании К значение F F) стремится к нулю, откуда
можно заключить, что при больших скоростях и больших углах

рассеяния / F) стремится к (Ze2/2mv2) cosec2
у , так что рассеяние

обусловлено в основном влиянием ядра, как этого и следовало

ожидать. Отсутствие фазового множителя в полученном нами

выражении для /F) [см. формулу C.16)] является следствием

применения приближения Борна.

§ 2. Соотношение между формулой Борна
и точной формулой для / F)

Точная формула B.17) для /F) имеет вид

с»

/(в) =й2 Bn + l)(e^n_l)Pn(cos6). GЛ0)

Формула Борна дает

^\™^ G.11)
о

В этом параграфе мы выясним, при каких обстоятельствах фор-
формула G.11) является хорошим приближением к формуле G.10).
В гл. II, § 2, было найдено приближенное выражение для ~цп,

справедливое при малых значениях •/)„. Мы получили при этом

где

„. , {r)[fn{r)?r*dr, G.12)

Как выражение G.11), так и выражение G.12) были получены
нами в предположении, что V(r) является малым возмущением;
можно ожидать поэтому, что подстановка G.12) в G.10) даст

формулу G.11). В том, что это действительно так, можно убе-
убедиться с помощью хорошо известного соотношения [3]:

заменив при этом e2il>«— 1 в выражении G.10) на 2ir\n.
Формула G.'12) часто дает хорошие результаты при вычислении

¦»}„ даже в том случае, когда у\„ одного порядка с те/2; в этом
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случае пользоваться формулой Борна уже нельзя; однако выра-
выражение для т)п в форме G.12) может быть непосредственно под-
подставлено в формулу G.10) (см. гл. IX, §5).

§ 3. Релятивистская поправка

Мы не учитывали выше релятивистских эффектов. Они могут
быть приняты во внимание путем применения приближения Борна
к уравнениям Дирака.

Уравнение второго порядка для компоненты фд волновой функ-
функции Дирака, может быть записано в форме

где W— полная энергия, А2 = (W2 — т2 с*)/Й2 с2, а рх а
— векторная

матрица, действующая на к и имеющая компоненты:

|'1в""

Следуя приближению Борна, согласно которому потенциал

рассеивающего поля трактуется как малый, запишем:

УЦх + кгЬ=[2^ (r) + -j-cfl* . gradF] a*»*.

Членом F2/7i2c2 мы пренебрегли; функция а,^2 описывает здесь

компоненту падающей волны. Воспользовавшись соотношениями

D.12) при /^ = ^2 = 0 и р3 = к%, имеем

ах к%с а2

а3 W + тсг
~

ах
'

В результате получаем функцию того же типа, что и G.4):

где

{[^] ^} /(8),

]}/F),

nrt • n = cos в, f s A —p2)-1^ p =s v/c, v — скорость частицы.
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Дифференциальное сечение (см. гл. IV, § 4) при этом равно

12 1-р2

Сопоставляя этот результат с формулами G.5) и G.6), приходим
к заключению, что учет релятивистской поправки приводит
к появлению двух дополнительных множителей — множителя

A —Р2)-1, обусловленного лорентцовым сжатием, и множителя

(fi
"ч

1 — Р2 sin 2-у J , связанного со спином. Оба эти множителя не за-

зависят от формы рассеивающего потенциала V (г).

§ 4. Классический предел формул рассеяния
квантовой теории

Хорошо известно, что, полагая в любой формуле квантовой

теории h—>0, мы получим соответствующую формулу класси-

классической теории. Интересно показать непосредственно, что это имеет

место и в случае формулы B.17), определяющей число частиц,

рассеянных полем V(r). При этом можно также выяснить, при
каких условиях число рассеянных частиц окажется одинаковым
с точки зрения обеих теорий.

Найдем прежде всего выражение, определяющее число рас-

рассеянных частиц, согласно классической теории.
Если рассеивающий центр находится в начале координат, то

для любой орбиты с энергией Е и моментом количества движе-

движения / будет иметь место уравнение

m(?-F)-^]1/2^ = 0, G.13)

где г и <р
—

полярные координаты. Если г0
— положительный

корень выражения

а а —угол между асимптотами орбиты, то

v)-~r]V2dr' G.14)

причем угол отклонения 8 равен

е = «-а.

"

G.15)
С помощью соотношений G.14) и G.15) мы можем, таким обра-
образом, вычислить значение момента количества движения, соот-
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ветствующее данному углу отклонения 6. Рассмотрим теперь
поток частиц, движущихся со скоростью v, в котором за единицу
времени через единицу площади поперечного сечения проходит N

частиц. Вероятное число частиц, проходящих за единицу времени
через площадку, перпендикулярную к направлению потока,
и обладающих при этом моментом количества движения в интер-
интервале между / и J + dJ, равно

Число частиц, рассеянных в интервале между 8 и 6 + db, опре-
определяется выражением

2kNJ dJ
,fl

причем зависимость / от 8 может быть найдена с помощью

соотношений G.14) и G.15). В гл. II, § 1, мы обозначили это

число частиц через 2WV/ (8) sin 8 db. Мы имеем, таким образом,

6 slnl" GЛ6)

Рассмотрим теперь формулы квантовой теории. Нам нужно
найти решение уравнения]

*L L= 0, G.17)dr*

где

Поскольку нас интересует тот случай, когда h —>¦ 0, можно пред-
предположить, что F велико. Решения уравнения G.17) имеют при
этом следующий приближенный вид [4] (см. также гл. I, § 6):

Г.± i ^ Рг!* dr^ . G.18)F-1'* exp

Нас интересует линейная комбинация этих решений, являющаяся
конечной в начале координат. Отметим, что F (г) имеет только

один корень г0 в интервале между г = 0 и г = оо. При г < г0

F (г) отрицательно, при г > r0 F (г) положительно. Решение G.18)
должно поэтому носить колебательный характер при г > г0
и экспоненциальный характер при г < г0. Очевидно, что искомое

нами решение есть решение, экспоненциально убывающее с умень-
уменьшением г при г < г0. Оно имеет следующий вид [4] (см. также § 6):

г

La(r)*> JF-1/*sin||-+ ^F'lzdrl . G.19)
га
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•Эта функция является хорошим приближением для Ln(r) лишь

в области г > г0. Ее асимптотическая форма при больших значе-

значениях г есть

const- sin |
ГО

где

я2

Для У]п [см. формулу B.15)] имеем в данном приближении

G-20)

Этим выражением можно пользоваться для расчетов в случае
больших значений ?!„ (см. § 6).

Для вычисления амплитуды рассеянной волны / (8) мы должны

теперь просуммировать ряд [см. формулу B.17)]

п

Так как численное значение этой суммы олределяется в основном

членами, которым отвечают большие значения п, мы можем заме-

заменить .Pn(cos6) его асимптотическим выражением [5] при боль-

больших п:

Заметим прежде всего, что расходящийся ряд

может быть тем не менее просуммирован, если рассматривать его

как предел степенного ряда на его радиусе сходимости, и что

«умма членов этого ряда равна нулю. Мы можем поэтому вычесть
этот ряд из выражения G.21). Функция /F) будет в таком

«лучае определяться расходящимся рядом, который может быть,
однако, просуммирован:

2eiB'<n)). G.22)
п

Здесь
2n

В(п) = 2т)п + (л + -1) 6 +1
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Для того чтобы вычислить ряд вида

2, G.23)
п

выясним, существует ли такое значение п, при котором

dn
—Vm

Если такое значение п = п0 существует, то вблизи п0 для боль-
большого числа членов ряда множитель eiB("> остается почти постоян-

постоянным. Очевидно, что численное значение суммы ряда определяется
в основном именно этой областью. Ряд G.23) может быть в таком

случае заменен выражением

+ОО

А (п0) е{

где

вАЛР 2 ^ dra

Вычислив интеграл, получим

^У'* G.24)

Выясним теперь, действительно ли производная от В (п) или В' (п)
обращается в нуль при любом положительном значении п. Для
этого должно было бы соблюдаться следующее условие:

.-«±6 = 0.

га

Полагая здесь

— -J

получаем

 "'dr+ y±4-0. G.25)

Если перед последним членом этого уравнения стоит знак минус,
то оно сводится к уравнению G.14), определяющему классическое
значение момента количества движения / электрона, рассеянного
на угол 6. Легко видеть, что при выборе положительного знака

перед членом 6/2 не существует положительного значения /,
удовлетворяющего этому уравнению. В выражении G.22) вто-

вторая сумма значительно превышает, таким образом, первую сумму,
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и мы имеем для /(8)

Подставляя G.24), получаем

где hno/2v: — корень уравнения G.25). Величина C определяется

выражением

го

которое с помощью уравнения G.25) может быть приведено
к виду

h дЬ

Подставляя значение А(п0), получаем

т. е. классическую формулу для /F).
Мы видим, таким образом, что условие классического рас-

рассеяния на данный угол 6 заключается в том, чтобы было велико п0,

где га0 —то значение п, при котором

дп
~~

2 '

и чтобы т]п при этом Также было велико. Условие применимости
формулы Борна заключается, напротив, в малости величины г1П

при всех значениях п.

§ 5. Пределы применимости приближения Борна
и классического приближения

Очевидно, что два приближенных метода, рассматриваемых
в этой главе, в значительной степени дополняют друг друга.

Вообще говоря, классическое приближение, за исключением

случая очень малых углов рассеяния, справедливо тогда, когда
для характеристики рассеяния необходимо задание большого
числа фаз, многие из которых велики. С другой стороны, при-
приближение Борна справедливо тогда, когда все фазы малы; при
больших углах рассеяния оно является менее точным, нежели

при малых углах рассеяния. Оба эти приближения непригодны
в том случае, когда рассеяние характеризуется небольшим числом
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фаз, причем некоторые из этих фаз велики. При этих условиях
необходимо пользоваться точным методом решения задачи, изло-

изложенным в гл. II.

Для определенности рассмотрим1) сперва вопрос о рас-
рассеянии частицы с массой т и скоростью ь полем, сосредоточенным
в области а при условии, что потенциал поля в этой области

порядка D. Классическое решение этой задачи дает правильные

результаты при двух условиях: а) частица обладает вполне опре-

определенной орбитой; б) отклонение, вызванное столкновением, также

является вполне определенным.

Первое условие означает, что

mm > %, G.26)
т. е. что длина волны должна быть малой по сравнению с раз-
размерами области, в которой сосредоточено рассеивающее поле.

Это соответствует условию, сформулированному нами в § 4,

согласно которому значение п, отвечающее равенству -^ = 6/2,

должно быть велико.

Второе условие означает, что если Др — изменение импульса
при столкновении, то

акр > П.

Поскольку Ар — порядка D/v, это значит, что

¦?»!•
¦

G-27)

Это соответствует условию, сформулированному в § 4, согласно

которому должно быть велико то значение ч\п, при котором

§2= 6/2.
С другой стороны, приближение Борна справедливо, если

W«1-' <7-28)

независимо от значения длины волны, соответствующей частице2).
Если ни одно из условий G.26) — G.28) не выполняется, сле-

следует пользоваться точным методом решения задачи.
В случае рассеяния полем, потенциал V (г) которого плавно

убывает с расстоянием, приведенные выше соображения могут
быть использованы при рассмотрении вопроса о рассеянии на неко-

некоторый заданный угол 8. В классическом приближении такое

д) Последующее рассмотрение основано на статье Вильямса [6].
2) Это условие может быть получено из рассуждений, приведенных

в § 2. Оно сводится к требованию, чтобы величина ¦>]„, выражаемая фор-
формулой G.12), в рассматриваемом случае была бы <? 1.
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рассеяние обусловлено той областью поля на расстоянии а от

начала координат, где V(a)/mv2 порядка 8. Для того чтобы

классическое приближение было при этом справедливо, необхо-

необходимо, чтобы выполнялись два условия: a ~^>%/mv и V (a) > 7te/a.

Второе условие может быть также записано в форме а > %/mv%.
Оба условия удовлетворяются, таким образом, если ав аб > %/mv.

С другой стороны, в приближении Борна область поля, ответ-

ответственная за рассеяние, находится на расстоянии порядка Ъ/mvb
от начала координат и приближение справедливо в том случае,
если V (%/mv%) <C mv2b (см. гл. IX, § 5, где рассмотрен вопрос
о применимости приближения Борна к задаче о рассеянии электро-
электронов атомами).

В случае рассеяния кулоновым полем, для которого V= Ze2/r,
имеем

V (a) ^ mv2B, где а = —^ .

Таким образом, для классического рассеяния

Ze*
„_

% Ze2 .. .

3> т е 3> 1.
mv2v mvv %v

Аналогично условие применимости приближения Борна:
Zc^jnvQ Zc2

То или иное приближение применимо в этом случае либо при
всех значениях углов, либо вовсе неприменимо. Отличительной

особенностью этого случая является также то обстоятельство,
что оба приближения дают один и тот же результат, который
является при этом точным. Если, однако, на расстояниях, пре-
превышающих а, поле начинает отличаться от кулонового, то это

скажется при различных значениях угла рассеяния, в зависимо-

зависимости от справедливости того или иного приближения. В класси-
классическом приближении это произойдет при 8 порядка Ze2/mv2a,
тогда как в приближении Борна это будет иметь место при зна-

значении 8 порядка %/mva. Это обстоятельство приобретает сущест-
существенное значение при рассмотрении вопроса о многократном рас-
рассеянии (см. гл. IX, § 6, и гл. XII, § 2), а также о торможении

быстрых частиц (см. гл. XI, § 4, и гл. XII, § 2).

§ 6. Методы вычисления интенсивности рассеяния

центральным полем сил

В предыдущем параграфе были сформулированы условия при-
применимости приближения Борна и классического приближения.
Если оба эти приближения непригодны, то следует пользоваться
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точной формулой, полученной вами в гл. II:

s Bи+4> (е2Цп - 4>р» (cos

Во многих случаях фазы т)„ могут быть, однако, вычислены

с помощью приближенных методов. Ниже мы рассмотрим эти

методы, а также- метод численного интегрирования, к которому

приходится прибегать в тех случаях, когда не существует других
достаточно точных способов вычислений.

1. Приближение, пригодное в том случае, когда фазовый
сдвиг мал. В этом случае можно воспользоваться уравнением B.27).
Оно дает хорошие приближения только тогда, когда фазовый
сдвиг очень мал (обычно 0,1 радиана или меньше). Это имеег

место либо при условии, что скорость очень велика, либо при
п > 0, когда скорость очень мала. В первом случае обычно нет

необходимости применять метод парциальных сечений, поскольку
справедливо приближение Борна. Во втором случае, как это было
показано в § 2, г1п очень мало, если частица с моментом коли-

количества движения [га(га 4-1)]1/27г не проникает внутрь атома

(согласно классической теории), т. е. если

у (г) <!!?+!)*!,
причем г определяется соотношением

G.29)
Для тех значений п, которые удовлетворяют этому условию, фор-
формула B.27) дает хорошие результаты.

2. Приближение, пригодное в том случае, когда фазовый
сдвиг не является малым. В этом случае можно воспользоваться

формулой G.20) или же эквивалентной формулой вида

1/2 Сю 1/2

где нижний предел каждого из интегралов определяется условием

равенства подинтегральнои функции нулю.
Это приближение дает наилучшие результаты, если V велико

и не претерпевает заметный изменений на расстоянии порядка

п 4-5 )

') Строго говоря, нас интересует не решение, убывающее по мере

уменьшения г от значения, являющегося корнем уравнения

к,
2m

r _i»(n + l)

но решение, обращающееся в нуль при г=0. Лангер получил такое реше-
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вместо га (га + 1) приводит к дальнейшему улучшению результатов.
В частности, при этом оказывается возможным определить при-
приближенное значение фазы т|0 для поля притяжения, тогда как

формула G.30) для этой цели непригодна ввиду отсутствия соот-

соответствующего корня у подинтегрального выражения.
Хотя условие применимости этих приближений не может быть

¦сформулировано в столь же определенной форме, как условие

G.29) *), опыт показывает, что формула G.30) дает хорошие резуль-
результаты вплоть до значений фаз порядка 0,2 радиана. При этом

подтверждаются преимущества метода Лангера. Результаты,
полученные с помощью этого метода, будут рассмотрены нами

в гл. X, § 4.
rt х та 2mTr n(n+i)
с том случае, когда функция « — тт" —-j—- имеет не

один, но несколько корней, этим приближением следует пользо-

пользоваться с осторожностью. Если амплитуда волны во внутренней
области, где функция положительна, остается малой по сравне-
сравнению с амплитудой волны вне такой области, то выражение G.30)
является хорошим приближением, причем нижний предел пер-
первого интеграла определяется наибольшим корнем функции. Для
некоторых узких интервалов значений к амплитуда во внутрен-
внутренних областях, соответствующих притяжению, может, однако,

приобретать относительно большую величину в результате резо-
резонансного эффекта. В таком случае при вычислении фаз уже нельзя

пренебречь рассмотрением этих областей. Излагаемый метод может

быть применен также и к таким случаям, если мы рассмотрим
соотношения, связывающие приближенные значения функций,
отвечающие корням уравнения

3. Вариационный метод. Гультён [9] разработал недавно

метод приближенного вычисления фаз, аналогичный вариацион-
вариационному методу приближенного определения собственных значений

энергии.

ние, положив в уравнении G.17) г=1пр и Lr 1^2
= G. Это дает для G урав-.

нение той же формы G.17), нор заменяет при этом г, а п(п+1)/г2 заменено

на ( п + ¦= у1тг. Поскольку о ->• —оо при г ->¦ 0, G является решением этого

уравнения, убывающим экспоненциально по мере уменьшения р от соответ-

соответствующего значения р„, как это и требуется. Для ¦>]„ это дает тот же ре-

результат, что и G.30), однако п(п + i) оказывается замененным на ( ге+й j *•

х) См., однако, [8].
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Рассмотрим интеграл
со

I=^GDGdr, G.31)
о

где

Если rU(r) —> О при г —> оо и G является собственной функцией,
удовлетворяющей обычным граничным условиям

G@)=0, G~sin(Ar -f + rJn), G.32)

то интеграл / имеет конечное значение. Далее, если G есть точ-

точное решение уравнения /

^]G=O, G.33)

удовлетворяющее условию G.32), то / обращается в нуль.

Предположим теперь, что вместо точного решения мы подста-

подставили в G.31) функцию G +• iG, которая лишь очень незначитель-

незначительно отличается от G и является собственной функцией, удовлетво-

удовлетворяющей граничным условиям G.32), но f)n заменено теперь сум-
суммой т1п + Ъг1п. Мы имеем в таком случае

8G = О, г = О,

5G~ cos (кг — утиг+ 7jn J 87)п.

Такая подстановка дает

со оо

о/ == { IGDGdr+ \GD(cG) dr.
о о

Второй член этого выражения путем интегрирования по частям

может быть преобразован к виду

dr J О

0

Мы имеем в результате

S/ = 2 [ oGDG dr — k?yrln = — &}¦»)„,
о

поскольку функция G удовлетворяет уравнению G.?3).
11 Н. Мотт ц Г. Мессп
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Отсюда следует, что если G меняется таким образом, что

1=0 при любом значении IG, то 67 = 0 и, следовательно,

й7)п = 0. В отличие от случая дискретных уровней соответствую-
соответствующее значение т1П не является, однако, ни максимальным, ни

минимальным.

Используем теперь условие стационарности для определения
приближенного значения С фазы т„ и приближенного значения

F(r) функции G. Введем в рассмотрение такую функцию
F(г; си с2, ...

, cs), которая является собственной функцией для

всей области значений г, удовлетворяет граничному условию G.32)
при г = 0 и содержит s неопределенных параметров съ с2, .

.., cs,
помимо фазового параметра С. Эту функцию подставим в интег-

интеграл / вместо функции G, а значения s + \ параметра определим
из уравнений

/(С; си с2, ..., cs) = 0,

Для того чтобы убедиться в точности рассматриваемого при-
приближения, можно воспользоваться тем фактом, что если G есть
точное решение уравнения G.33), удовлетворяющее условию
G.32), то

sinrin = - (-1 хАЛ
1/а

\ г1/* Jn L(kr)U{r)G(r)dr
о "+2

есть результат, полученный нами в гл. VI, § 2. Если функция F
дает хорошее приближение, то выражение

n42"
(kr)U(r)F(r)dr

должно приближенно равняться единице.

Этот метод был использован Гультеном [9] для вычисления

ч\п в случае потенциала V (г) вида Ar~ie~bT; были получены весьма

удовлетворительные результаты.

4. Численное решение дифференциального уравнения для

функции G. Приближенные методы решения задачи удобны в тех

случаях, когда нужно определить большое число фаз, а "требуе-
"требуемая степень точности при этом не слишком высока. Для более
точных расчетов наиболее пригодным является вариационный ме-

метод, изложенный выше, особенно в том случае, когда нас инте-

интересует также и приближенное аналитическое определение волно-

волновых функций1). Во многих случаях лучше, однако, найти непо-

г) Относительно других методов см. [10].
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средственно численное решение уравнений для рассматриваемых
частных значений п и к. При этом весьма удобным оказывается

излагаемый ниже метод, сходный с методом, использованным

Хартри для решения аналогичных уравнений, получаемых в его

методе самосогласованного поля.

Нас интересует решение уравнения

для такого ряда равноотстоящих значений х0, хи х2> ... пере-
переменной х, отделенных друг от друга некоторым постоянным ин-

интервалом h, который удовлетворяет заданным условиям в точке х0.
Положим

F^Alh*g(x)y, G.35)
где/— некоторая постоянная. Воспользовавшись соответствующими
значениями у и F, мы можем составить таблицы конечных раз-

разностей, как это показано ниже в обозначениях Шеппарда:

х F у

8F1/3
a 2

5у1/2

8F3/2 •. • 8уз/2
уа

*г F3 уэ

В качестве предварительной стадии интегрирования следует
найти разложение у в ряд по степеням (х — х0), удовлетворяющее
начальным условиям в точке х0 (например, по методу Фробениуса
или разложение в ряд Тейлора). Это разложение используется
для определения значений у, F и разностей, обозначенных выше

жирным шрифтом. Последовательные значения у мо1утбыть най-

найдены затем с помощью следующего циклического процесса:
1) Вычисление 82г/2 по формуле

,-~^F2+...) G.36)

при заданных значениях b2F2 и 84.F2. (Удобно выбрать интервал h
достаточно малым, чтобы членом §*F можно было пренебречь;
параметр / можно при этом варьировать так, чтобы он удовлетво-
удовлетворял любой стадии вычислений, хотя чаще всего, его полагают

равным единице.)
2) Вычисление ог/5/2 и у3 при найденном значении 52у2.
3) Вычисление ^з с помощью соотношения G.35), образование

соответствующих разностей и проверка того обстоятельства, что

11*



164 ТЛ; VII. РАССЕЯНИЕ СИЛОВЫМ ЦЕНТРОМ

при новом значении 82F2 величина 52^2 осталась неизменной;
в противном случае результаты предыдущих вычислений должны
быть исправлены. .

4) Вычисление yit Ft и т. д. с помощью аналогичного цикла.

Проверка результатов интегрирования может быть осуществлена
с помощью приближенного соотношения

G.37)

При этом необходимо протабулировать разности высшего порядка
Ъ4уг и b*Fr, что само по себе является ценной проверкой осталь-

остальной части работы. Вычисленное значение 8*г/г не должно обычно
отличаться от правой части выражения G.37) больше чем на еди-

единицу последнего знака. Если разность этих значений оказывается

знакопеременной, то можно быть уверенным в том, что при инте-

интегрировании мы не сделали существенной ошибки. Если у носит

колебательный характер, то интервал h на соответствующих ста-

стадиях вычислений может быть выбран таким образом, чтобы зна-

значения о2у оставались в определенных пределах. Для того чтобы

обеспечить точность значений у до третьего или четвертого знака,
необходимо,» однако, разбить каждый отрезок, соответствующий
половине «периода колебания», не меньше чем на 8 — 10 интервалов.

Можно воспользоваться также несколько иным методом инте-

интегрирования, известным как метод Гаусса—Джексона [11]. В этом

случае используется формула

уг=i (^г+ й F* -ш **F' + • • •)' <7-38>

где Ъ-^F означает сумму второго порядка в выражении для функ-
функции F, заменяющую G.36). Таблица разностей имеет при этом

следующий вид:

х0 8-2F0 Fo Уо

х2 8-2F2 F2 y2

х3 §~2F3 F3 y3

"•'! При^применении этого метода необходимо заранее задать только,

значения у0 и ух; тогда Fo и F1 определяются затем с помощью

соотношения G.35), a o~2Fo и й-2F — формулой G.38) в предпо-

предположении, что h достаточно мало для того, чтобы членом 82F при
этом можно было пренебречь. Тем самым определены все вели-

величины, обозначенные в таблице жирным шрифтом. Интегрирование
осуществляется затем следующим образом.
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1) Определение F2, или, вернее, V12 Fi> и вычисление у2 с

помощью уравнения G.38).
2) Определение F2 с помощью соотношения G.35) при най-

найденном значении у2; проверка того обстоятельства, что значение

у2 при этом осталось неизменным.

3) Определение Ь-{Рь/2 и b~2Fz по найденному значению Fa
и, наконец, вычисление у3.

Этот метод несколько проще предыдущего и обеспечивает даже

большую точность результатов, поскольку при соответствующем

выборе параметра I краевые погрешности при суммировании могут
быть сделаны сколь угодно малыми. Обычно полагают при этом I

равным 2,5 либо 5. Проверка результатов вычислений может быть

осуществлена по формуле G.36), подобно тому как в случае пре-
предыдущего метода для этой цели использовалась формула G.37).

При вычислении фазового угла процесс интегрирования про-
продолжают до тех пор, пока влияние потенциала рассеивающего
поля не станет незначительным. При таких значениях ж и у имеем

у = А [cos Wn+L (kx) + (— 1)" sin ^ /'„_». (Аа01> G.39)

где is(kx) = (Kx/2ky!*Js(kx). Фаза г1п может быть затем опреде-
определена путем сопоставления решения, найденного нами в результате
интегрирования, с выражением^G.39) при больших значениях ж.

ЛИТЕРАТУРА

1. Mott, Proc. Roy. Soc, A127, 658 A930).
2. Комптон и Алисон, Рентгеновские лучи, М.—Л., 1941.
3. В а т с о н, Теория бесселевых функций, М., 1949.
4. J e f f г е у s G., Proc. Lond. Math. Soc, 23, ч. 6 A925).
5. Янке и Эмде, Таблицы функций, М.—Л., 1949.
6. Williams, Rev. Mod. Phys., 17, 217 A945).
7. Langer, Phys. Rev., 51, 669 A937).
8. Jeffreys H. and Jeffreys В., Methods of Mathematical Physics,

Cambridge, 1946.
9. Hulthen, Kungl. Fysio Sallskapets Lund Forhand., 14, 1 A944).

10. P a i s, Proc. Camb. Phil. Soc, 42, 45 A946); Ramsey, 44, 87 A948);
Ferretti and К г о о k, Proc Phys. Soc, 60, i81 A948).

11. Jackson, Mon. Note R. Ast. Soc, 84, 602 A924).



Глава VIII

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ АТОМНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ

В гл. II и III был рассмотрен вопрос о рассеянии потока

частиц силовым центром. В большинстве случаев при столкнове-

столкновении имеет место также и некоторое воздействие рассеиваемой ча-

лтицы на рассеивающий центр. Мы разовьем теперь более общую
теорию столкновений, пригодную для рассмотрения следующих
явлений:

1) Возбуждение атомов и молекул электронным ударом.
2) Возбуждение колебательного и вращательного состояний

молекул в результате их столкновения с другими молекулами.

3) Передача возбуждения от атома к атому или от молекулы
к молекуле при столкновении.

4) Возбуждение атомных ядер при бомбардировке их другими
ядрами.

Во всех этих случаях имеет место непосредственный обмен
анергией между относительным поступательным движением и

внутренним движением сталкивающихся систем. Обмен частицами

между сталкивающимися системами при этом не происходит; он

осуществляется, однако, при некоторых столкновениях иного типа,

также представляющих существенный интерес. К таким столкно-

столкновениям, сопровождающимся «перераспределением» частиц, отно-

относятся следующие процессы: 1) захват атомных электронов поло-

положительно заряженными частицами; 2) испускание частиц атомными

ядрами, сопровождающееся захватом падающего ядра; 3) столк-

столкновения между двумя молекулами, приводящие к перераспреде-
перераспределению в них электронов и ядер; 4) столкновения электронов с ато-

атомами, при которых имеет место обмен электронами между па-

падающим электронным пучком и рассеивающим атомом, причем
падающий электрон захватывается атомом, а атомный электрон испу-
испускается. Поскольку рассеянный и испускаемый электроны нельзя от-

отличить друг от друга экспериментально и волновая функция должна

быть, кроме того, антисимметричной по отношению к координатам
этих двух электронов, такая задача нуждается в несколько

иной трактовке, нежели первые три. Частный случай задачи
о столкновении между двумя одинаковыми частицами, сводя-

сводящейся к задаче об одной частице, был исследован нами выше

в гл. V.
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Мы будем, таким образом, различать в дальнейшем *два типа

неупругих столкновений: «простые» столкновения и столкновения,

сопровождающиеся «перераспределением» частиц.

В силу сложности изучаемых явлений мы вынуждены, за исклю-

исключением лишь очень немногих частных случаев, пользоваться

приближенными методами их рассмотрения. В тех случаях, когда
относительная скорость сталкивающихся систем велика по срав-
сравнению со скоростями их внутренних движений, получение прибли-
приближенного решения («приближения Борна») не представляет труд-
трудностей; общего метода решения задачи, применимого также и при

других условиях, в настоящее время, однако, еще не существует.
Можно сформулировать тем не менее некоторые теоремы сохранения,
справедливые при всех условиях. Эти теоремы могут быть исполь-

использованы для определения предельных значений эффективных сече-

сечений, а также для проверки результатов, получаемых приближен-
приближенными методами.

§ 1. Теоремы сохранения [1].
Максимальное значение сечения при заданном моменте

количества движения

Рассмотрим, как и в гл. II, поток частиц, обладающих мас-

массой т и скоростью v, падающий на некоторый рассеивающий
центр. Предположим, однако, что эти частицы могут испытывать

не только упругие, но также и неупругие столкновения с центром.
Как и в гл. II, представим падающую волну как сумму пар-

парциальных волн с моментами количества движения ^[«(ra-l-l)]1/2.
На больших расстояниях г от рассеивающего центра радиальная

функция, описывающая падающую парциальную волну га-го по-

порядка, будет иметь вид

{кг)-Ч" Bи + 1) sin (кг -
где k—mv/%. Упруго рассеянная парциальная волна будет об-

обладать соответственно "асимптотической формой

Парциальное сечение <2"Лр. для упругого столкновения определяет-
определяется при этом выражением

# !с1* (8Л)

Если возможно только упругое рассеяние, то радиальный по-

поток частиц, обладающих данным моментом количества движения

и исходным значением энергии, направленный к рассеивающему
центру, должен отсутствовать. Если, однако, возможны также и

неупругие столкновения, то поток частиц к рассеивающему центру
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будет равняться потоку частиц, испытавших неупругие столкно-

столкновения.

На большом расстоянии г от рассеивающего центра такой
поток будет поэтому определяться выражением вида

,-2,, B»+1) ппr v
—^ VH

где Qmyap. — парциальное сечение, отвечающее неупругим столкно-

столкновениям.

С другой стороны, радиальный поток частиц, обладающих ис-

исходным значением энергии, на больших расстояниях г будет харак-
характеризоваться выражением

2имЛт дг VdF

где

^4)] (8.3)

Он равен, следовательно,

-^[-in^+i)(c*n-cn) + k\cn\-]. (8.4)

Легко убедиться в том, что этот поток обращается в нуль, если

Сп~- шг—' ^-5>

где ^„ — некоторая вещественная фаза. Если условие (8.5) вы-

выполняется, то, воспользовавшись формулами B.17) и B.18), можно

выразить сечение для упругого рассеяния через вещественные

фазовые углы т1п даже в том случае, когда взаимодействие ча-

частиц с рассеивающим центром не может быть описано потенциалом

V(r) (см., например, гл. X, § 5, и гл. XIII, § 1). Если, однако,

возможны также и неупругие столкновения, то такой способ

описания становится недостаточно точным; в том случае, когда

вероятность неупругого столкновения мала, он остается тем не

менее хорошим приближением.
Наличие неупругих столкновений может быть учтено, если мы^

допустим, что фаза тп„ в выражении (8.5) может принимать ком-

комплексные значения. Полагая

имеем

<^пр. = р {In + 1) е-^п (ch 2цп - cos 2Х„), (8.6)

? B« + 1) е-^п Sh 2а„. (8.7)
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Приравнивая (8.2) и (8.4) и используя соотношение (8.1),.
получаем

уполн.
~

унеупр. Т Vynp.
=

—jT (cn — cn)>

где у*полн. ~~ парциальное сечение, соответствующее всем —как

упругим, так и неупругим
— столкновениям.

Поскольку
> * 2

12 -^ (<?2оЛН.)8
имеем

где

Отсюда, учитывая, что (>уПр. не может быть больше (??олн.>-
получаем

<?2олн.<^B«+1). (8.8>

Знак равенства отвечает здесь тому случаю, когда неупругое-
рассеяние полностью отсутствует.

Далее, имеем

р.
== ^полн. уупр.>

(QnonH.J/in ^ п
Чгнеупр. ^* Чгполн. п

умаке.

Правая часть этого выражения принимает максимальное значение,,

когда

Ч:полн.
—

~2 Чгмакс.»

так что

J (8.9).

В этом случае знак равенства имеет место только тогда, когда--

(?упр. также равно

Эти формулы играют особенно существенную роль при опре-
определении предельных значений сечений, отвечающих резонансным
условиям того или иного типа. Они относятся только к парциаль-
парциальным сечениям; общих методов вычисления полных сечений не-

несуществует. Если, однако, область пространства, в которой*
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сосредоточено рассеивающее поле, мала по сравнению с длиной

волны, то рассеивается только парциальная волна нулевого

порядка, и мы имеем

О <Ы О <—Уполн.^г-ьг > хнеупр. •*=*
^2

¦

В том случае, когда размеры R области, в которой сосредоточено
поле, являются вполне определенными и длина волны очень мала

по сравнению с R, можно получить также некоторые соотноше-

соотношения, характеризующие предельные значения полного сечения.

В этом случае существенную роль будут играть только те пар-
парциальные сечения, для которых

¦Отсюда следует, что

AR

Ч:полн.
= 2j Чгполн.> хупр. — 2j Vynp.

kli

in \2 ^ о "V ппVVlKWIH. ) ¦** Vynp. ^J VMaKC;
о

.Это дает

Знак равенства в последнем условии отвечает здесь только тому
случаю, когда vYnp. также равно kR2.

Если рассеивающий центр представляет собой неупругую сфе-
сферу радиуса R, то этот результат может показаться парадоксаль-

парадоксальным. Очевидно, что неупругое сечение равно в этом случае тс/?2.
Не столь очевидно, однако, что упругое сечение должно иметь

при этом точно такое же значение. Это обстоятельство может

быть объяснено таким же образом, как и в случае упругого рас-
рассеяния твердой сферой, исследованном нами в гл. II, § 5. Было
показано, что для такой сферы полное упругое сечение для корот-
коротких длин волн равно не tcR2, а 2тсД2, причем удвоение величины

тсД2 обусловлено явлением диффракции, приводящим к тому, что

упругое рассеяние оказывается сосредоточенным внутри конуса
с раствором 1/kR вблизи направления падения. Аналогичный

¦эффект имеет место также п в рассматриваемом нами случае.
Существенно отметить, что приведенные выше соображения

относятся также и к столкновениям, при которых падающая

частица может оказаться поглощенной центром рассеяния.
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§ 2. Столкновения электронов с атомами водорода.

Приближение Борна

Для иллюстрации метода исследования неупругих столкнове-

столкновений мы рассмотрим прежде всего простейший тип возможных

столкновений— столкновения электронов с атомами водорода. Так

как масса электрона мала по сравнению с массой протона, то

можно считать, что последний остается при столкновении непо-

неподвижным.

Рассмотрим пучок электронов, падающий на водородный атом,

находящийся в нормальном состоянии. Предположим, что интенсив-

интенсивность пучка такова, что в единицу времени через единицу пло-

площади поперечного сечения проходит один электрон. Определим
число, электронов, рассеиваемых за единицу времени на угол G

внутри телесного угла dm в результате возбуждения n-го состоя-

состояния атома. Это число /„(б)Йш имеет размерность поверхности;
мы будем называть его дифференциальным сечением для рассея-
рассеяния внутри телесного угла dm. Полное сечение Qn, соответствую-
соответствующее возбуждению данного состояния атома, мы получим, выпол-

выполнив интегрирование по всем углам, так что

\ln@)sm0ddd<?. (8.11)
о о

Волновое уравнение для системы, состоящей из падающего

электрона и атома, имеет вид

^^?] = 0; (8.12)

падающему электрону здесь соответствует индекс 1, атомному
электрону —индекс 2. Энергия Е равна сумме энергии Ео атом-

атомного электрона в его нормальном состоянии и кинетической энер-
энергии mv2/2 падающего электрона.

Функция Ч; (г1( г2) может быть представлена в форме

Т К, га) = ( 2 + J ) %Ы Fn (r,), (8.13)
п

где <|>п (г) — собственные функции водородного атома, удовлетво-
удовлетворяющие уравнению

Знак интегрирования в выражении (8.13) относится к функциям
непрерывного спектра.
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Подставляя (8.13) в уравнение (8.12) и воспользовавшись урав-
уравнением (8.14), имеем

(8.15)

Умножив обе части этого уравнения на ty* (г2) и проинтегрировав
по координатам атомного электрона, получаем

При больших значениях гг правая часть этого уравнения обра-
обращается в нуль и функция Fn удовлетворяет волновому уравненик>

представляющему собой волновое уравнение для свободной частицы,
с энергией Е— Еп. Длина волны, соответствующая этой частице,

равна 2к/кп, где

,2 8п*т(Е—Еп) -о ло\

кп = ———р
-

. (8.18>

Отметим, что она вещественна только при условии Е > Еп, т. е.

только в том случае, когда электрон обладает энергией, достаточ-
достаточной для возбуждения п-го состояния атома. Мы будем рассматри-
рассматривать здесь такие значения п, при которых это условие выпол-

выполняется.

Согласно условиям рассматриваемой задачи, электрон сталки-

сталкивается с атомом, находящимся в своем нормальном состоянии;

функция Fo (Tj) должна поэтому представлять собой сумму падаю-

падающей и рассеянной волн и иметь асимптотическую форму

функции Fn должны описывать только рассеянные волны и иметь-

асимптотическую форму
Fn^r-*e^nrfn(B,9). . (8.20>

Отсюда следует, что r~2| /„ F, <р) |2 представляет собой число-

электронов в единице объема на расстоянии г от атома, участво-
участвовавших в возбуждении п-го состояния этого атома *). Число-
таких электронов, проходящих за единицу времени через еди-

единицу площади поперечного сечения, пропорционально knr~21 /„ |2,
тогда как в падающем пучке это число пропорционально к0. Мы.

х) Строго говоря, следовало бы рассматривать не один, но много ато-
атомов и ввести соответственно понятие вероятности столкновения одного и*

электронов с одним из атомов. (Прим. ред.)
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имеем, таким образом (см. гл. II, § 1),

/пF)^ = ^|/„(8, <p)|2d«). (8.21)

Асимптотическая форма функций Fn (гх) не может быть най-

найдена точно. При больших скоростях столкновений легко, однако,

получить приближенные формулы, воспользовавшись для этой цели

методом Борна [2]. В этом случае возмущающее воздействие,
•оказываемое атомом на падающую волну, мало (см. гл. VII, § 1).
В качестве нулевого приближения мы положим поэтому

^ехр^оПо.гОЫгг). (8-22)
Здесь exp (ikoao • rj) — плоская волна, описывающая движение

падающего электрона в направлении единичного вектора п0 в том

случае, когда взаимодействие с атомом отсутствует. Подставляя

функцию (8.22) в правую часть уравнения (8.16), получаем

Решение этого уравнения в асимптотической форме (8.20) может

быть найдено с помощью метода, изложенного в гл. VI, § 4. Это
решение имеет вид

expf;irri7ril) exp <¦¦**• •r>> x

(г2)ф*(г2)^1й?т2. (8.24)

Его асимптотическая форма есть (см. гл. VII, § 1)

Fn(r)^~ r-^nr ^ exp [ i (копо -кпп).

X (-? - -—) %Ы45 (г2) d-t d-.t, (8.25)

где п —единичный вектор в направлении г. Отсюда

In F) = ^ ^-1 \ \ ехр [ * (Аопо - кпп) • Г1] X

X (т7 —?) *оЫ# (г,) dxt dt212. (8.26)

Подставив (8.24) в нравую часть уравнения (8.16) и проинтегри-
проинтегрировав эти уравнения вторично, можно получить следующее при-
приближение, и т. д. На практике этот метод оказывается, однако,

очень кропотливым; при решении уравнений (8.16) гораздо удоб-
удобнее исходить из более точного начального приближения для

функции W; этот вопрос будет разобран нами подробнее в § 5—в.
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§ 3. Общий случай столкновения двух систем

Полученные нами выше результаты могут быть обобщены на

случай столкновения между любыми двумя атомами, молекулами
или ионами. Движение системы может быть разложено на движение

центра тяжести всей системы, относительное движение центров

тяжести каждого из тел и движение отдельных частиц, входящих

в состав этих тел, по отношению к центру тяжести данного тела.

Движение центра тяжести системы в целом не представляет для
нас существенного интереса и может быть выделено. Сопоставим

получающееся при этом уравнение с уравнением (8.12). Оператор
Гамильтона в уравнении (8.12) состоит из трех частей:

0, (A)

характеризующей невозмущенное движение падающей частицы;

-0. (В)

характеризующей движение атомного электрона;

--

—,
П г12'

представляющей собой энергию взаимодействия, взятую с обрат-
обратным знаком.

Выясним теперь, какой вид приобретут эти члены в общем
случае. Для относительного движения имеем уравнение

=°; (8-27>

здесь г — относительные координаты, а приведенная масса систе-

системы М =М1М2/(М1-{- М2), где Mi и М2— соответственно массы

сталкивающихся тел.

Внутреннее движение каждой из систем описывается уравне-
уравнениями

[На(та)-Еа]и(та) = в,

[Hb(Tb)-Eb]v(vb) = 0,

где На и Нь— операторы Гамильтона для невозмущенных ато-

атомов. В соответствии с этими уравнениями мы будем иметь два

ряда собственных функций и собственных значений:

Для удобства обозначений мы не будем различать две группы функ-
функций, но каждую пару состояний двух систем будем характеризо-
характеризовать одним индексом п. Волновая функция tyn(ra, гг>)> характери-
характеризующая состояние обеих систем, будет в таком случае пред-
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ставлять собой произведение двух функций ип (га) и vm (rb), а соот-

соответствующее значение энергии Еп будет равно сумме Епа ¦-]- Е™'.
Функция <Ь„ удовлетворяет уравнению

[Ha(ra) + Hb(rb)-Еа-Еь\ 6 = 0. (8.29)
Имеется далее член V(r, ra, rb), характеризующий взаимодей-
взаимодействие. Полное волновое уравнение приобретает, таким обра-
образом, вид

E0-V(T, го, г6)]чг=0. (8.30)

Воспользовавшись методом, изложенным в § 2, легко пока-

показать, что дифференциальное сечение (в относительных координа-

координатах), соответствующее переходу системы в целом из /г-го состоя-

состояния в тп-е, в пределах применимости первого приближения Борна
определяется выражением

F) = 4^*m | \ \\ V (г, го, ть) exp [i (knn0 - Amn) • г] х

(8.31)
где

, 2nMv
к

а и —исходное значение относительной скорости сталкивающихся

систем. Для вычисления этого дифференциального сечения в той

системе координат, где одно из тел первоначально было непо-

неподвижным, необходимо лишь воспользоваться классическими зако-

законами сохранения импульса и энергии. Соответствующие формулы
приводятся в § 10.

Аналогичным образом легко могут быть обобщены все соот-

соотношения § 2.

§ 4. Столкновения, сопровождающиеся
перераспределением частиц

1. Обмен электронами. В качестве примера вопросов, изу-
изучаемых под этим заглавием, мы вернемся к задаче о столкнове-

столкновении электрона с атомом водорода, рассмотренной нами в § 2.
В § 2 была вычислена вероятность рассеяния падающего электрона
внутри данного телесного угла при возбуждении /г-го состояния

атома. Имеется, однако, также и некоторая вероятность захвата

падающего электрона в п-е состояние атома, сопровождающегося

испусканием атомного электрона. Такой процесс мы будем назы-

называть обменом электронами. Вычислим вероятность этого процесса.
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При вычислении вероятности простого рассеяния электронов (см. § 2)
мы представили волновую функцию У(гг, r2), описывающую
столкновение, в следующей форме

(8-33)

тде F6 характеризует совокупность падающей и рассеянной волн,

я Fn — рассеянную волну при условии, что энергия возбужде-
возбуждения га-го состояния атома меньше, нежели энергия падающего

электрона. Если это условие не выполняется, функция Fn убы-
убывает экспоненциально; значения п в выражении (833), соот-'

ветствующие непрерывному спектру, отвечают, таким образом,
захвату падающего электрона и испусканию атомного электрона.
Для вычисления вероятности этого процесса представим функ-
функцию (8.33) в виде

(sS) (8-34)

Предположим, что функция Gn обладает асимптотической формой *)

Gn^-r-V^nF, <p). (8.35)
В таком случае вероятность захвата падающего электрона в со-

¦стояние п и испускания атомного электрона внутри телесного

угла da) равна

|fl*n(e, ?)|2^- (8-36)

Следует отметить, что подобное рассмотрение электронов, как

отличимых друг от друга, возможно только в том случае, когда
¦спины этих электронов антипараллельны. Формулы для рассеяния

деполяризованных пучков приведены в п. 3.

Выясним теперь, как вычисляется gn. Волновое уравнение
имеет вид

В § 2 было показано, что функция Fn удовлетворяет уравнению

*(тг)<1ъ. (8.38)

Аналогичным образом, подставляя функцию (8.35) в уравне-
лие (8.37), умножая его на ty? (rt) и интегрируя по всем значе-

значениям х1у уъ zb получаем

(^^) ГзШг,)^. (8.39)

х) Справедливость этого предположения остается пока недоказанной,
хотя такое доказательство принципиально возможно.
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Это уравнение является точным; делая различные предполо-
предположения о форме функции W в его правой части и воспользовавшись

методами, изложенными в § 2, мы получаем решение в форме (8.35).
Следует отметить, что приближенное решение, получаемое таким

образом, не является разложением в ряд приближенного решения,
найденного в § 2. При выборе приближенной формы функции Ч"

мы руководствуемся тем, что W должно удовлетворять уравне-
уравнениям

(8.40)
= 0.

Если нас интересуют результаты, справедливые лишь в преде-
пределах применимости приближения Борна, то в правой части урав-
уравнения (8.39) можно положить, как и в § 2,

*F = exp(i*ono -^„(гз). (8.41)
Это дает

(8.42)

Решая это уравнение с помощью метода, изложенного в гл. VI,
§ 1, находим асимптотическую форму функции Gn:

GB~r-V*nrgn(e, cp),
где

X <Vn (*i) Фо (гг) ехР г' (&опо " ri
— *"п • гг) dxi rfx2, (8.43)

an — единичный вектор, взятый в направлении 6, ср. Следует
отметить, что функция (8.41) не удовлетворяет уравнениям (8.40);
однако в случае быстрых столкновений, когда справедливо при-
приближение Борна, связанная с этим ошибка мала. Более подробное
исследование уравнения (8.39) будет дано в гл. X, § 6, игл. XI, § 5.

2. Общий случай столкновений, сопровождающихся пере-
перераспределением частиц. Прежде чем перейти к учету принципа
тождественности электронов в формулах, определяющих интен-
интенсивность рассеяния, мы обобщим изложенный выше метод на слу-
случай любых столкновений, сопровождающихся перераспределением
частиц. Нас интересует определение вероятности того, что при
столкновении двух систем А и В, находящихся соответственно

в состояниях п и т, произойдет перераспределение частиц,
в результате чего мы получим системы С и D, находящиеся соот-

соответственно в состояниях s и t.

1 2 Н. Мотт и Г. Месси
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Согласно методу, использованному выше для простейшего слу-
случая, мы должны записать волновое уравнение для всей системы

в такой форме, которая являлась бы наиболее удобной для описа-

описания состояния систем С и D. Вместо координат, относящихся
к исходному состоянию, введем в рассмотрение относительные

координаты р центров тяжести систем С и 1) и внутренние коор-
координаты rc, rd этих систем, отнесенные к их центрам тяжести.

Уравнение (8.30) может быть теперь записано в форме

-V(te, rd, ?)-E^W = O, (8.44)

где M' — приведенная масса, равная McMd/(McJrMd); Hc, Ha—

операторы Гамильтона для систем С и D в отдельности, а

y(rc,rd, р) — энергия взаимодействия С и D.

Определенную пару стационарных состояний систем С и D
мы будем характеризовать индексом s, а для соответствующих
волновой функции и значения энергии введем обозначения cps (rc, rd)
и Es. Функция cps (rc, rd) представляет собой произведение двух
волновых функций ир (гс) и ьч (rd) для отдельных систем, a Es

равно сумме соответствующих значений энергии #? + #'. Эти
обозначения в точности соответствуют обозначениям, принятым
выше § 2.

Сопоставляя уравнение (8.44) с уравнением (8.37), мы видим,

что формулы п. 1 могут быть обобщены, если мы запишем: М'

вместо т, 40 (ra, rb) вместо <J>0 (rx), — V (rc, rd, р) вместо е2(- —

J ,

?* (гс- га) вместо *s(r2).
В пределах применимости первого приближения Борна мы пог-

лучаем, таким образом, следующее выражение для дифферен-
дифференциального сечения (в относительных координатах р), соответ-

соответствующего перераспределению частиц, при котором возбуждается
s-e состояние систем С и D:

V (rc, rd, p) exp [i (кщ • г — k'sn ¦ р)] х

X tyo (ra> rb) f, (rc, rd) dta dxb dp j dm, (8.Щ
где к = 2~Mv/h, k's = 2xM'vs/h, а у и ys

— исходное и конечное

значения относительной скорости. \

В качестве примера можно рассмотреть вопрос о захвате атом-j
ных электронов сс-частицами. В этом случае г обозначает paci
стояние между центрами тяжести атома и ос-частицы, р

— расстоя*
ние между центром тяжести ионизованного атома и центром
тяжести иона гелия, образующегося в результате захвата элек-
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трона. В качестве внутренних координат мы имеем в исходном

состоянии координаты электрона по отношению к центру тяже-

тяжести атома, а затем — координаты того же электрона, взятые отно-

относительна центра тяжести иона гелия. Приложение формулы (8.45)
к этому случаю рассматривается в гл. XII, § 3.

3. Принцип Паули и формулы для рассеяния [3]. Здесь
мы вернемся к рассмотрению вопроса о рассеянии электронов
атомами водорода. Ограничимся исследованием того случая, когда

энергия падающего электрона столь мала, что возбуждение атома

невозможно. При этих условиях столкновение описывается волновой

функцией W (г1,Гг)> имеющей следующую асимптотическую форму:

W~[eiizi + /-r1/Fi)eiiri]<l'(r2) (#-! велико),

^ ~- ['"a *g (©«) в**р«] ф (/-!> (г2 велико).
Если бы электроны можно было отличить друг от друга, то

можно было бы сказать, что число рассеиваемых электронов
пропорционально | /12, а число испускаемых электронов пропорцио-
пропорционально \g\2. Однако, как было показано в гл. V, мы должны

в этом случае построить антисимметричные волновые функции.
Волновая функция, симметричная или антисимметричная по отно-

отношению к пространственным координатам, имеет вид

W (г1; r2) ± W (г„ п).

При больших значениях г1 это выражение приобретает асимпто-

асимптотическую форму

С помощью этих формул находим число электронов, рассеян-
рассеянных внутри телесного угла dm;

Как было показано в гл. V, § 5, для неполяризованных элек-

электронов эти два выражения должны быть взяты в отношении

1 : 3. Полное число электронов, рассеянных внутри телесного

угла d(o, равняется, таким образом,

1/-?12+т1/+^12)^- (8-46)

Рассмотрим теперь случай столкновения электронов с атомами

гелия. Второй атомный электрон снабдим индексом 3; столкнове-
столкновение описывается при этом волновой функцией

W ^ [eiizi + / F0 rj У*Г1] ф (#¦„ #¦,) (г, велико),
V ~ 8 (8.) г^У*гай (#-!, г,) (г, велико),
V ~ 8 (вз) П У*г*!> (г2, Гц) (л, велико).

12*
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На основании соображений, весьма сходных с теми, которые были

приведены выше для случая водорода, находим, что полное

число электронов, рассеянных внутри телесного угла dm, равно

|/-g|«rf<o. (8.47)

§ 5. Приближенные методы рассмотрения медленных
столкновений. Метод искаженных волн

Первое приближение Борна оказывается справедливым лишь

в том случае, когда энергия относительного движения сталки-

сталкивающихся систем велика по сравнению с энергиями внутреннего
движения этих систем. Это условие сплошь и рядом не выпол-

выполняется; необходимо поэтому развить методы, пригодные также

и в этих случаях. Мы исследуем четыре таких метода: 1) метод

искаженных волн, 2) метод сильно связанных уравнений, 3) метод1

возмущенных стационарных состояний и 4) метод комплекса стал-

сталкивающихся частиц. В настоящем параграфе мы рассмотрим пер-
первый из этих методов. Обобщая формулу (8.16), мы видим, что

функции Fn (r) удовлетворяют уравнениям

(V2 + к2п) Fn (r) = *g* J J V (г, га, хь) Щ* d,a dxb (n = 0, 1, 2, ...).,

(8.48).
Записывая

Vnm (г) = $ V (г, го, г,) <М4dxa dxb, (8.49)
имеем

{r- + kl)Fn{r)=^^FmVmn. (8.50)
m

Положив в правой части уравнения (8.50)

/7о = ехр(гДгоПо. г), Fm=0 (т Ф 0),

получим приближение Борна. Предположим теперь, что недиа-

недиагональные матричные элементы Vnm столь малы, что в правой
части уравнения можно пренебречь всеми членами, за исключе-

исключением членов VnnFn и Fon^*o> связанных с падающей волной.
Мы получим при этом систему уравнений:

- ЦУ- Fo0) Fo (r) = 0, (8.51а)

8^Fo(r) (пФО). (8.516)
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В том случае, когда Foo(i') и Fnn(r) обладают сферической сим-

симметрией, можно найти формальное решение этих уравнений,
удовлетворяющее граничным условиям (8.19) и (8.20), восполь-

воспользовавшись для этого методами, изложенными в гл. II и Vi.
В гл. II [уравнение B.16)] нами было получено решение уравне-
уравнения (8.51а), удовлетворяющее граничному условию (8.19), т. е.

имеющее асимптотическую форму

(8.52)
Обозначим это решение через ^0(г).

Подставив F0(t) в правую часть уравнения (8.516), мы полу-
получим неоднородное уравнение для Fn(r), имеющее вид

[V2 + к*-8j^Vnn (г)] Fn = sn (г, 6, Т). (8.53)

Задача о нахождении решений этого уравнения в асимптотической

форме (8.20) была исследована нами в гл. V, § 3. Если мы обо-
обозначим через %п (г, Щ решение однородного уравнения

Fim(r)]g = 0, (8.54)

имеющее асимптотическую форму

%n(r, S)~el4nz4-r~1eUrnr x Функция от б,
то асимптотическая форма искомого решения уравнения (8.516)
будет иметь вид

Л,(г)~-#->еи»г?^ V0n(r')F0(r', 8') &,(#•',*-в) dx\ (8.55)
где

cos в = cos б cos б' -f- sin G sin б' cos (<p — cp'), (8.56)
a 9 —угол рассеяния. Из (8.20) и (8.21) следует, что дифферен-
дифференциальное сечение, соответствующее возбуждению n-го состояния,

определяется т'еперь (в относительных координатах) выражением
вида

(8.57)
При замене функций Fo и %п плоскими волнами эта формула
сводится к формуле Борна (8.31). Мы видим, таким образом, что

этот метод учитывает искажение падающей и расходящейся волн

рассеивающим полем. Функция Fo (r, б) характеризует движение

электрона в поле V00(r), соответствующем исходному состоянию,
а функция 2fn(>"', тс — W) описывает его движение в поле Vnn(f),
отвечающем возбужденному состоянию.
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Формула (8.57) используется в гл. XI, § 5, при рассмотрении
вопроса о рассеянии электронов атомами и в гл. XII, § 3, при
исследовании вопроса о возбуждении вращательного и колебатель-
колебательного состояний при молекулярных столкновениях.

Аналогичная формула может быть получена также и в случае

столкновений, сопровождающихся перераспределением частиц.

При этом в формуле (8.45) плоские волны etinor и е~1*«пр следует
заменить функциями F0(r, 6) и ®s(p, я —&), где Fo и ®s — соб-
собственные решения уравнений

обладающие соответственно асимптотическими формами плоской
и рассеянной волн, Voo и Uss определяются выражением вида

§ 6. Приближенные методы рассмотрения медленных
столкновений. Случай сильной связи

1. Случай точного резонанса. Применимость предыдущего при-
приближенного метода зависит от малости недиагональных матрич-
матричных элементов энергии взаимодействия. При рассмотрении воз-

возбуждения п-го стационарного состояния в результате столкновения

необходимо, таким образом, учесть лишь взаимодействие двух
волн — падающей и упруго рассеиваемой волны с волной, рас-
рассеянной после возбуждения п-то состояния. Влияние неупругого
рассеяния на упругое может при этом не приниматься во внима-

внимание. Мы можем поэтому рассматривать этот метод как метод

последовательных приближений к решению системы уравнений1).

V
h i h

(858)
2 , ,2 .8**MV -I „ Bx*Mv F

в предположении, что матричный элемент Von мал. Могут, однако,

представиться такие случаи, когда оказывается достаточным учи-
учитывать взаимодействие только двух состояний, но матричный
элемент Von (г), связанный с этими состояниями, не является

1 ) Предполагается, что Von = Fno-
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малым. Подобные случаи имеют место тогда, когда начальное

и п-в состояния находятся почти в резонансе, т. е. когда разность
энергий &Е этих состояний мала по сравнению с разностью энер-
энергий любой другой пары состояний. Мы получаем при этом, как

и прежде, систему уравнений (8.58), однако метод последователь-

последовательных приближений в общем случае неприменим. Отыскание удовле-
удовлетворительного метода решения задачи в этом случае оказывается,
таким образом, значительно более сложным.

В частном случае точного резонанса между двумя состояниями

(имеющем, например, место при переходе электрона от атома

гелия к положительному иону гелия) можно получить точное

решение; в других случаях приходится, однако, пользоваться

более сложными методами решения задачи. Мы рассмотрим сперва

случай точного резонанса.
Полагая в уравнениях (8.58) к\ — к^ — № и считая, что поле

Упп совпадает с полем Voo, получаем уравнения

On(r)Fn(r), (8.59а)

on(r)Fo(r). (8.596).

При решении этих уравнений должны быть учтены граничнше

условия, согласно которым для больших значений г

Складывая и вычитая уравнения (8.59а) и (8.596), получаем неза-

независимые уравнения
8™

] =;0, (8.61а)

= 0. (8.б1б)

Если функции Voo и Von обладают сферической симметрией, то

зти уравнения могут быть решены с помощью метода, изложен-

изложенного в гл. II. При этом мы получаем решения, имеющие асим-

асимптотическую форму [см. B.17)]:

] (8-62a)

(8-626)

Фазы г\в и os могут быть определены с помощью метода, рассмот-
рассмотренного в гл. II, § 1. Решая уравнения (8.62) относительно Fn,



184 гл. viii. общая теория атомных столкновений

получаем

ikr^^iBF+l)(e2i^^-e2i^)Ps(cosb). (8.03)

Дифференциальное сечение, соответствующее передаче возбужде-
возбуждения, таким образом, равно

р) (8.64)

а полное сечение равно

<?n=J2Bs+l)sin2(TJ3-3s). (8.65)
S

Максимальное значение парциального сечения, соответству-

соответствующего передаче заряда между частицами, обладающими данным
относительным моментом количества движения (при данном s),
равно Bs+1)tt/u2 в согласии с § 1.

Исследуем теперь условия применимости метода искаженных

волн, изложенного выше в § 3. Применяя этот метод к задаче,

рассматриваемой в настоящем разделе, мы получаем следующую

формулу (V00 = Vnn):
¦п

^<^\\. (8.66)
о

Полагая

Fo (г, 6) =1 ^ Bs+ 1) г'8е1т^о (г) Ps (cos 6),

&, (г, * - в) =.-1 2 Bs + 1) rVT«*-0 (/•) Р8 (cos в), (8.67)

имеем

~ ' 'а~9'" "

-)]2r2 rfr I2 (8.68)

Для доказательства применимости метода искаженных волн мы

должны убедиться в приближенном равенстве выражений

sin (т,,-8.) и J^$yon[fo(r)]«r«dr. (8.69)

Если обе эти величины малы, это может быть сделано с по-

помощью метода, изложенного в гл. II, § 2. Условие применимости
метода искаженных волн сводится, таким образом, к малости

второго из выражений (8.69) по сравнению с единицей. Пределы
применимости этого метода к вычислению вероятности передачи
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возбуждения в общих чертах иллюстрируются фиг. 18, где по-

показано также, при каких обстоятельствах он становится неточ-

неточным.

На фиг. 18 вероятность Р передачи энергии при данном
относительном значении момента количества движения представ-
представлена как функция параметра k, характеризующего эффектив-
эффективную величину Fon- Относительная скорость сталкивающихся
систем считается при этом постоянной. По мере возрастания k

вероятность передачи энергии будет возрастать от 0 до 1^.

Фиг. 18.
Сплошной кривой показаны вероятность передачи
возбуждения, пунктирной—вероятность, вычислен-

вычисленная по методу искаженных воли.

достигнув последнего значения, она будет колебаться, как это*

показано на фигуре. Приближенный метод искаженных волн

справедлив только в области начального возрастания вероятности
от нуля. Он дает монотонное увеличение вероятности с увели-
увеличением %,; мы должны поэтому ожидать, что во всех случаях он

приводит к чересчур большим значениям вероятности процесса,
передачи энергии. К аналогичным результатам мы придем также и

в том случае, если будем рассматривать вероятность передачи
энергии как функцию относительной скорости столкновения при
заданном значении параметра \. При малых скоростях метод
искаженных волн дает, таким образом, слишком большие значе-

значения вероятности передачи энергии (см. гл. XI, § 3 и 5, и гл.

XII, § 3).
2. Случай неточного резонанса. Когда резонанс не является:

точным, получение точного аналитического решения системы

уравнений (8.58) оказывается невозможным. Однако можно вос-

воспользоваться тем обстоятельством, что в большинстве практически
важных случаев волновые числа к и кп, измеренные в атомных^

единицах i/a0, очень велики. Изменения Vqo, Vnn и Von на рас-
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¦стоянии порядка длины волны в таком случае очень малы, и для

получения приближенного решения может быть использован метод

Джефриса (гл. I, § 6, и гл. VII, § 6). Это решение особенно

пригодно в том случае, когда потенциальная энергия велика.

Задача заключается в отыскании решений Flo, Fln уравнений

[ = UOnFln, (8.70)

ln = UOnFlo, (8.71)

•обладающих асимптотическими формами

(8.72)

f (8.73)

^Эффективные сечения QQ и Qn для упругих и неупругих столк-

столкновений определяются при отом соответственно выражениями
вида

<?о = ^" 2 B1 + 1) (I 9о |2 + sm2^o — | 9oi I sin Til, cos-r^}, (8.74)

<?» = -)feSBZ + 1)l9n|2- (8-75)

Штюкельберг [4] получил «классическое» приближение, обоб-

обобщив метод Джефриса на случай системы уравнений и представив

.функцию Fl0 в форме

Fl0 =т exp [A-1 (So + hSt + h*S2 +...)]. (8.76)

Уравнение для Fl0, получаемое путем исключения функции Fln
из уравнения (8.65), может быть решено при этом, если мы прене-
пренебрежем членами второго и более высоких порядков относительно h.

Форма решения зависит от того, обладает ли функция
/„(/•) — /„(/•) вещественным положительным корнем R; функции
/0 и /„ здесь соответственно даются в виде

^-.
'

(8.78)

Наибольший интерес представляет тот случай, когда корень R

«существует. Штюкельберг показал, что в эхом случае

| qln р = *А" е-»8 A - e~2S) sin2 т, (8.79)
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где

и

л л

т= $#» dr- \gH* dr. (8.81)

Нижние пределы интегралов (8.81) определяются условиями

равенства нулю соответствующих додинтегральных выражений
и даются выражениями :

Во, 8п = J(/о + U) ± 1 [(/о - иГ + 4tfo«]1/2 • (8.82)

Выясним теперь, каково соотношение между этой формулой и

формулой, даваемой методом искаженных волн:

со

I Чп Р = 4" | \ ^о (г) %ln (r) dr |2, (8.83)
о

где %о и ^— собственные решения уравнений, которые мы по-

получим из уравнений (8.70) и (8.71), если положим правые
части последних равными нулю1). Подставляя приближенные
значения функций (см. гл. I, § 6, и гл. VII, § 6)

sin (¦} ic + fl") (r > /о), (8.84)

(/•>/•„), (8.85)

где г0 и гп — корни функций /0 и /п, и пренебрегая членами,

соответствующими значениям г < г0, гп, при которых функции
убывают экспоненциально по мере уменьшения г, находим,

воспользовавши9ь «методом быстрейшего спуска» 2) [5],

|^|a = 2^30sin^0; (8.86)

о0 отличается здесь от S только тем, что (/0 — UOn)lu заменено на

/о/2, а т0 от -с^тем, что g0 и gn заменены соответственно на /0
и /п. Таким образом, сопоставляя (8.86) с (8.80), мы видим, что

г) Зо и Зл должны обращаться в нуль при л= 0 и обладать следу-
следующими асимптотическими формами:

%o~sin(kr——Ы + %Л, %п ~ sin fknr—у ln+

2) В литературе этот метод называют так же «методом перевала».
(Прим. ред.)
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при «классических» условиях, когда к и кп велики, метод иска-

искаженных волн будет давать хорошее приближение при условии,,
что

.2
On

/о'
«1. (8.87)

Следует ожидать, что при классических условиях, соответ-

соответствующих формуле (8.80), рассматриваемый процесс может быть

исследован во всех своих деталях. На фиг. 19, а приведены кри-
кривые, характеризующие ход потенциальной энергии взаимодей-
взаимодействия сталкивающихся систем в исходном и конечном состояниях.

R R

Фиг. 19. Взаимодействие потенциальных кри- ¦

вых в точке пересечения.

На бесконечном расстоянии кривые I и II стремятся к пределам,

отличающимся друг от друга на величину ft2 (А2 — к„)/2М. При
отсутствии взаимодействия между обоими уровнями кривые
пересекались бы в точке r = Rn возможность перехода с одной
кривой на другую была бы при этом исключена. При конечном

значении UOn пересечение невозможно; форма соответствующих
кривых вблизи точки r = R показана на фиг. 19, б.

Проследим теперь за изменением состояния аистем, начиная

от исходного состояния А. Точке пересечения кривых отвечает

вероятность Р перехода систем от кривой / к кривой //. В лю-
любом случае системы будут продолжать сближаться друг с другом
до тех пор, пока потенциальный барьер сил отталкивания не

станет чересчур высоким, после чего расстояние между ними

снова начнет увеличиваться. По возвращении в точку пересече-
пересечения вероятность перехода от любой из двух кривых ко второй
кривой снова будет равна Р. Полная вероятность того, что

после окончательного разделения систем друг от друга они будут
находиться на кривой //, вместо кривой /, равна 2РA — Р).
Ландау [6] и Ценер [7], независимо друг от друга, вычислили

вероятность Р при классических условиях и нашли, что Р= е~2Ъ.
Именно этого и следовало ожидать на основании результатов,
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полученных Штюкельбергом, так как из (8.79) следует, что сред-
среднее значение парциального сечения должно равняться

к2

Отметим, далее, что парциальное сечение | дп |2 мало не только

в том случае, когда 8 мало, но также и в том случае, когда

«но велико. В последнем случае, который осуществляется либо

тогда, когда в точке пересечения UOn велико и скорость Mfo/%
мала, либо тогда, когда наклон обеих кривых, характеризующих

ход потенциальной энергии, примерно одинаков, мы имеем

адиабатические условия.
Для определения полного сечения можно воспользоваться тем

обстоятельством, что д1п становится очень малым при тех значе-

значениях I, при которых корни функций /0 и /„ лежат вне точки

пересечения. Приближенно это имеет место, начиная с I = kR
или knR, в зависимости от того, которая из этих двух величин

меньше. Отсюда
т,

^ (8.88)

величина Qn не может быть больше tzR2.

Для того чтобы сечение было велико, необходимо не только,

чтобы было велико R, но также, чтобы 2 не было при этом

слишком большим или же слишком малым для большинства
значений I. Эти условия будут исследованы нами подробно
в гл. XII, § 3, в связи с рассмотрением вопроса о передаче
возбуждения и заряда между медленно движущимися атомами

и ионами.

Случай, когда точка пересечения отсутствует, представляет
«толь же существенный интерес при изучении медленных столк-

столкновений между атомами. В классическом приближении этот

случай также был исследован Щтюкельбергом [4]. Поскольку
полученные при этом формулы не обладают столь большой

общностью, как приведенные выше, мы отложим их рассмотре-
рассмотрение до гл. XII, § 3, где они будут использованы при решении

некоторых специальных вопросов.

3. Столкновения, сопровождающиеся перераспределением
частиц. Теория, изложенная выше, может быть применена также
и к исследованию столкновений между двумя атомами или

ионами, связанных с передачей электрона, при условии, что

изменением импульса электрона при этом можно пренебречь.
Это изменение импульса равно нулю в случае точного резонанса;
им можно пренебречь также и в случае столкновений, при кото-
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рых скорость атомов мала по сравнению со скоростью атомных

электронов. При быстрых столкновениях изменением импульса

рассматриваемого электрона пренебречь нельзя; в этом случае
задача может быть, однако, решена с помощью приближенной
формулы Борна (8.45) (см. гл. XII, § 2).

В случае каких-либо иных столкновений, сопровождающихся
перераспределением частиц, применение описанного выше метода

сильной связи встречает значительно большие трудности, так как

совместные уравнения, определяющие функции Ро и Gs, являются

в этом случае уже не дифференциальными, но интегродифферен-
циальными. Эти уравнения будут рассмотрены нами в гл. X,
§ 5, при исследовании вопроса об обмене электронами при упру-
упругом рассеянии. Какие-либо другие попытки применения этих

уравнений пока не предпринимались.

§ 7. Приближенные методы рассмотрения медленных
столкновений. Метод возмущенных стационарных состояний

При вычислении вероятности возбуждения данного состояния

описанными выше методами мы пренебрегали взаимодействием
всех состояний, за исключением исходного и рассматриваемого.
Это обстоятельство часто может повлечь за собой серьезные
ошибки. Рассмотрим теперь метод, применимый при почти

адиабатических условиях, когда относительная скорость систем

мала на протяжении процесса столкновения. Этот метод оенован

на использовании волновых функций, описывающих стационар-
стационарные состояния, которые уже возмущены взаимодействием стал-

сталкивающихся друг с другом частиц. Сперва предполагается, что

частицы остаются неподвижными; кинетическая энергия их

относительного движения трактуется затем как малое возму-
возмущение, вызывающее переходы. При этом частично учитывается
взаимодействие между различными состояниями, поскольку воз-

возмущение волновых функций, описывающих стационарные состо-

состояния, не обязательно должно быть малым.

Мы ограничимся здесь рассмотрением тех случаев, когда

обе сталкивающиеся системы обладают сферической симметрией.
Как и прежде, мы должны решить уравнение

] = 0 (8.89>

при учете обычных граничных условий. Рассмотрим сперва,

уравнение

(т, г0, г6)-2?(/-)]Х= 0, (8.90>

где г — относительные координаты двух систем, рассматриваемые
в данном случае как параметры. Мы предположим, что решение
может быть найдено при любом значении г; это приведет нас
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к получению ряда собственных функций уп{г, г0, г6) и собствен-
собственных значений гп(г). Эти функции можно классифицировать по»

характеру их изменения при больших г. Индексом п мы будем
характеризовать то значение энергии, которое при г —*• со стре-
стремится к Еп, где Еп — собственное значение уравнения

[Ha(ra) + Hb(Tb)-E]W = 0. (8.91)
Энергия гп (г) может быть при этом представлена в виде

•»(»•) = я»-г,» С). (8-92>
где т)п—±0 при г—»оо. Функции уп взаимно ортогональны и

нормированы по отношению к координатам га, г& при всех зна-

значениях параметра г. Функцию W можно поэтому представить-
в виде

Т = 2Х«(*, *«. Tb)Fn{r). (8.93>
п

Как и прежде, нас будет интересовать отыскание вида функций
Fn(r), имеющих асимптотическую форму (8.20), соответствующую
расходящимся волнам.

Подставляя (8.93) в (8.89) и принимая во внимание, что

[-На(та)-Нь(ть)-У(т, га, г6)]*, = [Ч»И-Я»]Х». (8.94).
получаем

r ln + y_nV2rFn) =

(8-95>-

Умножим обе части этого уравнения на у„ и проинтегрируем^
по координатам г, и г(. Воспользовавшись соотношением

^ у*gradr -/„ dxadxb = 0,

находим

3^ Y*Fn + [Е - En + rn (r)] Fn =

- 2 S И

Эти уравнения заменяют уравнения (8.48), полученные нами

путем разложения невозмущенных волновых функций в ряд. Для-
отыскания приближенных решений этих уравнений мы восполь-
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зуемся методами, совершенно аналогичными тем, которые были

применены в § 5.

Пренебрегая всеми недиагональными матричными элементами,
за исключением тех, которые относятся к исходному состоянию,
получаем

Fn =

Fo \ ^ /1 gradr yodxadxb. (8.96)

Эти неоднородные уравнения могут быть решены точно таким

же методом, как и уравнения (8.51а) и (8.516).
Для сопоставления их с уравнениями, полученными нами

путем разложения невозмущенных волновых функций в ряд, мы

воспользуемся в качестве функций Хп решениями уравнения (8.94),
полученными с помощью первого приближения теории возмуще-
возмущений в предположении, что V мало. Эти решения имеют вид

¦Ы+ S ГтпЬт
., __ гпфп _ .у I V УптУтп
/п — р _ р 'in ~Г У пп ~Г 7\ -р р~ ,

тфп

•где

Fnm=^^(r, ra>rb)<?m(ra, *ъ) % (га, Гь) diad*:b.

Тогда из уравнения (8.96) получаем

П

[ Г' + ^Ж~ (Ет ~ Еп^ ] Vnm } Fn
тфп

_
_ F Г T2^on V4 Утп\2гУпт 1

_

r°lE0-En ZJ (En-Em)(Em-E0)j
тфп, О

-ZgradrF0 ¦

[ Яо_Яп
- 2j (гп
тфп

Пренебрегая в правой части (8.97) матричными элементами,

относящимися к состояниям, отличным от начального и и-го, по-

получаем уравнение

82М р лг /yip FoX2Fqn
-En-Vnn(r)]Fn = -

En_Eo
-

fii • gradKpn
n—Eo
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Решая это уравнение с помощью метода, применявшегося
нами в § 3, и воспользовавшись дифференциальным уравнением
для Fo, находим дифференциальное сечение, соответствующее

процессу возбуждения

Мы видим, что эта формула отличается лишь членом

Уоо-Упп

к*-к*п

от формулы, полученной нами с помощью метода искаженных

волн. Точного совпадения этих двух формул и не следовало

ожидать, поскольку исходные предположения, лежащие в основе

их вывода, различны. Если V(r, va, гь) мало, то эта формула
сводится к формуле Борна, отвечающей случаю больших ско-

скоростей столкновений. Если, однако, взаимодействие велико, то

метод, описанный в этом параграфе, справедлив только в том

случае, когда относительная скорость при столкновении мала по

сравнению со скоростями внутреннего движения в рассматри-
рассматриваемых системах.

Тем не менее, если возмущенные волновые функции могут
быть получены с достаточной степенью точности, вычисление ам-

амплитуд рассеяния описанным выше методом должно привести
к более точным результатам, нежели предыдущие методы, по-

поскольку взаимодействие между возбужденными состояниями при
этом до некоторой степени автоматически включено в исходное

приближение. В частности, этот метод особенно пригоден для

рассмотрения процессов ионизации и возбуждения атомов тяже-

тяжелыми частицами, например положительными ионами или мезо-

мезонами, когда скорость относительного движения меньше орбиталь-
орбитальных скоростей рассматриваемых атомных электронов. Благодаря
сравнительной трудности получения точных значений возмущен-
возмущенных функций этот метод не нашел еще пока должного примене-
применения. Некоторые его приложения будут рассмотрены нами

в гл. XII, § 3.

§ 8. Метод комплекса сталкивающихся частиц

Исследование общей задачи о рассеянии связано с решением
бесконечного ряда совместных уравнений:

^^\ynmFm(n= O,l,2, ...) (8.98)

н. Мотт и Г. Месси
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при наличии граничных условий

Fo (г) ~~ е«« + /-1/ F. ?) eihr, Fn (r) ~~ r^fn F, <р) «•«»>¦. (8.99)

Выше были рассмотрены различные приближенные методы реше-
решения этих уравнений, основанные на предположении о малости

почти всех членов, фигурирующих в правой части уравнений.
Мы исследуем теперь тот случай, когда многие из членов Vnm,
характеризующих взаимодействие, велики.

Рассмотрим столкновение отдельной частицы с некоторой систе-

системой, состоящей из нескольких частиц. Такой системой может

быть, например, бомбардируемое ядро, поскольку излагаемый
метод играет особенно существенную роль для исследования ядер-
ядерных явлений (см. гл. XIII). Если многие из членов Vnm велики

при г < R, то в том случае, когда падающая частица приблизится
на расстояние, меньшее R, энергия быстро перераспределится
между большим числом других степеней свободы. Обмен энергией
будет при этом продолжаться до тех пор, пока на одной из сте-

степеней свободы не сконцентрируется достаточное количество энер-
энергии, что приведет к испусканию системой одной или нескольких

частии. Другими словами, в том случае, когда падающая части-

частица приблизилась на расстояние R, имеется большая вероятность
того, что она образует с частицами бомбардируемой системы

возбужденный комплекс, обладающий значительным временем
жизни.

В соответствии с тем обстоятельством, что испускание час-

частиц не может иметь места до тех пор, пока на соответствующей
степени свободы не сконцентрируется достаточная энергия, такой
комплекс можно рассматривать как сходный с устойчивой моле-

молекулой или же с атомным ядром, с той лишь разницей, что чис-

число степеней свободы в этом случае является более ограниченным.
Состояние такого комплекса может быть описано с помощью

линейной комбинации волновых функций, обладающих по большей
части замкнутой формой. Уравнения (8.98) были получены нами

путем разложения волновой функции W, описывающей столкно-

столкновения, по формуле

^ =B +5) *"»('¦)*»('¦.,)• (8-ЮО)

В общем случае это разложение содержит члены, для которых как

tyn, так и Fn являются конечными функциями, причем член к* в

(8.98) отрицателен. Если Vnm велико, то такие члены будут
играть очень существенную роль в разложении (8.100) и будут
соответствовать состояниям упомянутого выше комплекса.

Такой комплекс будет обладать системой энергетических уров-
уровней, которые не будут при этом вполне резкими благодаря ксн

нечной, хотя и малой скорости его распада. Если ширина этих
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уровней меньше, нежели расстояние между ними, и энергия
падающей частицы такова, что полная энергия системы равна
собственной энергии комплекса, следует ожидать наличия резо-
резонансных эффектов при столкновениях. Если ширина уровней
превышает расстояние между ними, то эти эффекты наблюдаться
не будут; однако состояние системы будет при этом соответство-
соответствовать классическим условиям лишь в том случае, когда длина
волны падающей частицы мала по сравнению g эффективными
размерами комплекса R.

Другая интересная особенность столкновений, при которых
имеет место образование комплекса, заключается в том, что веро-
вероятность испускания избыточной энергии в виде излучения при
этом может быть очень велика. До сих пор мы предполагали
обычно,' что столкновение осуществляется на протяжении настоль-

настолько короткого промежутка времени, что вероятность излучения
очень мала. В результате образования комплекса частицы могут,

однако, столь значительное время оставаться на близких расстоя-
расстояниях друг от друга, что вероятность излучения энергии при-
приобретает большое значение. Эта вероятность может даже превы-
превысить вероятность испускания частицы (см. гл. XIII, § 2).

Все эти эффекты имеют место при ядерных столкновениях1).
При столкновениях медленных нейтронов с ядрами наблюдаются

резонансные явления, тогда как при делении тяжелых ядер под
действием быстрых нейтронов мы практически имеем дело с клас-

классическими условиями. Химические реакции между молекулами,
не сопровождающиеся электронными переходами, также отно-

относятся к числу процессов, которые подчиняются соотношениям
классической механики. "Понятие комплекса сталкивающихся
частиц оказалось весьма плодотворным при исследовании всех

этих явлений.

1. Одночленная формула. Мы воспользуемся теперь методом
Бете [9] для того, чтобы получить так называемую одночленную

формулу для случая столкновений некоторой частицы с системой

частиц при условиях, соответствующих образованию комплекса.

Этот метод не является строгим и до некоторой степени основан

даже на интуиции; в общих чертах он сходен, однако, с методом,

развитым в предыдущих параграфах данной главы.

Для простоты мы исследуем сечение для такого столкновения,

при котором частица 1 сталкивается с системой А, причем имеет

место перераспределение частиц, в результате которого частица 1
захватывается системой, а некоторая другая частица 2 испускает-
испускается ею, после чего остается некоторая система В. Внутренние

х) Необходимость исследования ядерных столкновений по методу ком-
комплекса впервые была указана Бором [8].

13*
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координаты систем А и В обозначим соответственно через г„ и ть.
Мы предположим, далее, что как в исходном, так и в конечном

состояниях момент количества движения ядра равен нулю и что

ни одна из рассматриваемых частиц не обладает спином.

Уравнение Шредингера в рассматриваемом случае может быть

записано в форме

1(г1> ra)-E] *F=0, (8.101)

где На — оператор Гамильтона, характеризующий внутреннее дви-
движение в системе А, V (гь га) — энергия взаимодействия, гх — отно-

относительные координаты, М1— приведенная масса частицы 1 и сис-

системы А. Это уравнение может быть также записано в форме

(r2) rb)-E] V = 0,(8.102)

где гь
— внутренние координаты системы В, г2 — относительные

координаты частицы 2 и системы В. Обобщая метод, изложен-

изложенный в § 4, п. 1, подобно тому, как это было сделано в § 4, п. 2,
получаем точные уравнения:

^ (8.103)

(VI + й|) G (г,) -^ ^ <?* (r6) F2 (г„ г») Wd4, (8.104)

где <J> и ср
— волновые функции, относящиеся соответственно к ис-

исходному состоянию системы А и конечному состоянию системы

В, а

Ч^ ^Е-ЕЬ). (8.105)

Для решения уравнений (8.103) и (8.104) необходимо сделать

какое-либо определенное предположение о приближенной форме
функции 'Г. До сих пор мы предполагали, что

V = F(r1)*(ra) + G(r,)9(r»); (8-106)
сейчас существенно, однако, ввести в рассмотрение член, описы-

описывающий состояние комплекса сталкивающихся частиц.

Мы предположим, что существует невырожденный энергети-
энергетический уровень Ее комплекса, расположенный к Е ближе, чем

всеуостальные уровни. Квантовое число, определяющее полный
момент количества движения, соответствующее этому уровню, мы

обозначим через /. Если направление полярной оси совпадает

с направлением падающих частиц, то z-компонента момента ко-

количества движения должна равняться нулю. Если у_с(га, гь) — вол-ч
новая функция, описывающая такое состояние комплекса, то
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МОЖНО ПОЛОЖИТЬ

*Р = Р (*i) Ф (г„) + G(r2)?(rft) + %('<» гх), (8.107)
пренебрегая при этом влиянием остальных состояний комплекса.
Здесь с — постоянная, которую мы должны будем определить.

Подстановка (8.107) в (8.103) и (8.104) дает

= cUlc (r1)Pl (cos GO + 8-^i J Г (O FiT (r6) G (r2) ^a, (8.108)

(Vi + A|-?7,)G(r,) =

= eUie{rt)Pl (cos62) + ^-2 ^ »*(rbO,t(ra)i?(r0dxt> (8.109)
где

^] (8-110)

(8.111)

Ule (гг) Pi (cos 60 =^i J Л* (re) ^Xcdx., (8.112)

(cos 62) =*^« J ,* (rb) 7,Xe dTb. (8.113)

Угловая зависимость интегралов (8.112) и (8.113) определяется
выбором условий, налагаемых на моменты количества движения.

Поскольку предполагается, что переходы происходят почти исклю-

исключительно путем образования комплекса, а не непосредственно,
мы можем пренебречь интегралами, фигурирующими в правой
части уравнений (8.108) и (8.109). По той же причине можно

предположить, что в пределах комплекса поле Ult вызывающее
обычное упругое рассеяние, мало. Аналогичное предположение
может быть сделано также и относительно U2.

Решения уравнений (8.108) и (8.109), удовлетворяющие тре-
требуемым граничным условиям, могут быть найдены с помощью

метода, изложенного в гл. VI, § 3. При этом получаем

F (г) = ^ *s Bs+ !) e4/s (r) Ps (cos 6)-ulCBle [i/. (r) +ht (/•)] Л (cos 9),

(8.114)
где /s (/•) есть решение уравнения

конечное в начале координат и обладающее асимптотической

формой

D0 (8л16)
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Здесь Mic дается выражением

ic(r)U{r)r*dr, (8.117)
о

а функция ht (r) определяется соотношением

(8.118)
г О

где /j — второе решение уравнения (8.115), имеющее асимптоти-

асимптотический вид

fi ~~ (кгг)~1 cos ( kxr —у fa -\- Чг ) •

Отметим, что при г—>со А, (/•)—>/i(r)-
В разложении (8.114) функции -F (г) в ряд первый член опи-

описывает совокупность падающей волны и волны, рассеянной полем

Uu второй член — испускание частицы комплексом. Дифферен-
Дифференциальное сечение для упругого рассеяния при этом равно

/упр. @) = | г)* 2 ^' ~i)Bs+ V Р* (C0S 6) -
S

2

Аналогичным образом находим

G (г) = - ?2ra2c [ig, (г) + /, (/•)] Р? (cos 9), (8.120)

где индексы имеют тот же смысл, что и выше. В этом случае

падающая волна отсутствует. Дифференциальное сечение для

столкновений, сопровождающихся перераспределением частиц, равно

Остается теперь найти постоянную с, которую мы выберем
таким образом, чтобы

(8.122)

где функция W определена в приближении (8.107)г).
Поскольку

•) Это может быть доказано следующим образом. Предположим, что

ортогональные и нормированные функции Хп являются решениями уравнения

(Н'-Еп)/п= 0,

где оператор Гамильтона Н' отличается от Н малым членом Н1ш- Под-
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имеем

\ .*(H-E)cxcdxdxa^c(Ec-E). (8.123)

Уравнение (8.108) дает, далее,

(8.124)

Как было указано выше, в пределах комплекса величиной Ux
можно пренебречь, так как ее перекрытие с ус ничтожно. При
этих условиях

X*UicPl{cosQ1)tydT:dTa+ \ XZViFtydzdxa. (8.125)

Рассмотрим сперва второй из этих интегралов. Из (8.112) следует,
что

Подставляя значение F в форме (8.114), находим

)] , (8.127)

где функция s,, связанная с А, [функция А, определяется выра-
выражением (8.118)], вещественна. Возвращаясь к первому из интегра-
интегралов (8.125), отметим, что он также является вещественным и может

быть включен в «,.

становка

в зтравнение

дает

Умножая это выражение на у* и интегрируя, получаем

_

Формально это эквивалентно условию

которым удобнее всего пользоваться тогда, когда приближенная форма
функций ЧГ и Д1 неизвестна.
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Аналогичным образом получаем

yJV^dxdxb^-^k.cr-^f+ tA, (8.128)

где tl вещественно.

Группируя члены для подстановки в (8.123), имеем

где

*- С, I -и я-

1 ^ М2 21 + 1

Величина Ес здесь заменена на Е'с, чтобы учесть дополнительные

вещественные члены, содержащие с и появляющиеся в выражениях

(8.127) и (8.128).
Итак, сечение, соответствующее столкновениям, сопровождаю-

сопровождающимся перераспределением частиц, равно

<2пер.=-^-B/+1) г'^ , (8.130)
4

где

Это и есть так называемая одночленная формула; впервые она

была получена Брейтом и Вигнером [10].
Истолкование одночленной формулы. Формула (8.130) имеет

характерную резонансную форму, причем полная ширина линии

на высоте, равной половине максимальной, равна 1\ -j-1^. Она
может быть сопоставлена с соответствующей оптической формулой
для ширины спектральной линии.

Рассмотрим резонансное поглощение света атомом, в результате

которого атом переходит из основного состояния А в состояние В,
причем из состояния В он может затем либо вернуться в состоя-

состояние А, либо перейти в некоторое промежуточное состояние С.

.Ширина линии резонансного поглощения при этом равна Гдв+ Гсв,

где ГавА и ГвсА — соответственно значения вероятности перехода
из состояния В в состояния А ж С.

По аналогии Гг/% можно интерпретировать как вероятности

испускания комплексом в единицу времени частицы 1, а 1\/% —

как соответствующую вероятность для частицы 2. Это. заключение

согласуется с формулами (8.131), так как величины uic и и2с

определяются степенью перекрытия функции ус, характеризующей
состояние комплекса, и функцией Fty или Gy, подобно тому как

это обычно имеет место в выражениях, определяющих вероятность

перехода.
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В соответствии с этим можно, далее, предположить, что

JLB/+1) !^^>
B?_?c)s+

есть сечение, отвечающее образованию комплекса, причем r2/(ri-f-r2)
представляет собой вероятность распада комплекса путем испуска-
испускания частицы 2. Величины 1\ и Г2 называют обычно парциальными
значениями ширины уровней для испускания частиц 1 и 2, поскольку
полная ширина уровня Г = A\ + i-г) может быть представлена
как сумма членов, обусловленных двумя различными возможными

процессами распада комплекса.

Небольшое смещение резонансного максимума от Ес к Е'с.
в большинстве случаев не играет существенной роли, поскольку
величина Ес в общем случае не может быть определена теорети-
теоретически; при этом безразлично, которая из двух величин — Ес или

^— определяется на основании опытных данных.

Упругое рассеяние. Можно ожидать, что в случае упругого рас-
рассеяния наличие резонансного уровня комплекса приведет к тому,

что сечение будет отличаться от сечения (8.130) заменой Г2 на Гх
в числителе формулы. В действительности в этом случае формула
несколько усложняется в связи с тем обстоятельством, что ампли-

амплитуда рассеяния зависит от «потенциального» рассеяния, частично

возникающего до проникновения частицы в ядро, а частично

обусловленного диффракцией от ядра (см. § 1). Парциальное се-

сечение /-го порядка для упругого рассеяния приобретает при этом

вид

(8.132)

Точное определение фазы тг)г, характеризующей потенциальное

рассеяние, является несколько затруднительным. Мы определили
ее с помощью волнового уравнения /-го порядка, описывающего-

движение в поле %'lU/2Mi,' причем взаимодействие частицы 1

с системой А было усреднено по исходной волновой функции,
соответствующей исходному ядру. Для расстояний г, превышающих

радиус комплекса R, такое определение не встречает возражений;
в случае меньших расстояний следует, однако, учесть то обстоятель-

обстоятельство, что в процессе образования комплекса падающая частица

утрачивает свою индивидуальность. Вероятность того, что при
столкновении с системой А эта частица окажется непосредственно

рассеянной беэ обмена энергией, ничтожна. При г
— R взаимо-

взаимодействие %ZU/2M! лучше поэтому трактовать как обусловленное
непроницаемой сферой радиуса R. В случае соударения частицы-
с зарядом Zxe и ядра с зарядом Z2e, при вычислении у]1 можно
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ПОЛОЖИТЬ

(8.133)

Дополнительные данные, подтверждающие справедливость такого

предположения, будут также приведены ниже1). К сожалению,
в действительности выбор величины R все же остается до некоторой
степени неопределенным.

Случай, когда комплекс может распадаться несколькими спо-

способами. Приведенная выше формула была получена нами в пред-
предположении, что возможно испускание только какой-либо одной
из двух частиц, входящих в состав комплекса. Путем непосредствен-
непосредственного обобщения легко получить формулу, справедливую и в том

случае, когда может иметь место испускание любой из п частиц.

Вместо (8.130) мы получаем при этом следующую формулу, опре-
определяющую сечение для испускания р-п частицы:

? T-*L- (8.134)

Формула (8.132) также должна быть соответственно изменена.

Одночленная формула в случае любого значения момента коли-

количества движения. Обобщение одночленной формулы на тот случай,
когда спиновое квантовое число падающей частицы есть i, а момент

количества движения бомбардируемого ядра характеризуется кван-

квантовым числом s, было дано Бете и Плячеком [11]. Вместо (8.130)
при этом была получена формула вида

Упер.
—

Т2 ,2- , ли2

где / — полное квантовое число комплекса.

2. Обобщение на случай нескольких резонансных уровней
комплекса. Случай, когда парциальная ширина уровней мень-

меньше расстояния между уровнями. При обобщении формулы (8.134)
для учета существования не одного, а нескольких энергетиче-'
ских уровней комплекса, мы будем различать два случая. По :

мере увеличения энергии возбуждения комплекса расстояние

между уровнями уменьшается (см. гл. XIII, § 2), так что обычно

J) Бете показал [9J, что это имеет место только в предположений .<

наличия эффективного потенциала сил отталкивания в пределах радиуса

ядра и что вклад от удаленного резонансного уровня несуществен.
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ширина уровней превышает расстояние между ними. Мы рас-
рассмотрим сперва тот случай, когда возбуждение не слишком

велико, так что уровни не перекрываются.
В качестве обобщения формул (8.130) и (8.132) Бете и

Плячек получили в этом случае

^ep.=F^ + 1) 2
pc

tp> v\
1

.- V rr
r (ticr~t')~Y Zj tc

(8.136)

— l+le >
, (8.137)

где индекс г соответствует отдельным состояниям комплекса, а

Кс12-Г;с-
Эти формулы были получены путем обобщения метода,

использованного при выводе одночленной формулы. С точки

зрения строгости, этот вывод оставляет желать много лучшего.
Состояние комплекса определяется при этом только приближен-
приближенно, а волновая функция, описывающая движение падающей
и испускаемой частиц по отношению к комплексу, вводится
в рассмотрение на основании интуитивных соображений. Это

приводит к затруднениям при определении потенциального рассея-
рассеяния и матричных элементов, характеризующих парциальную
ширину уровней. Более строгое решение задачи, свободное от

указанных затруднений, было дано Капуром и Пайерлсом [12] *).
Обобщение дисперсионной формулы. Капур и Пайерлс обобщи-

обобщили дисперсионную формулу, приведенную в гл. II, § 7, на случай
многих частиц. В том случае, когда парциальная ширина уров-
уровней меньше расстояния между уровнями, полученное ими выра-
выражение сводится к формуле Бете —Плячека (8.135).

Первый этап решения задачи состоит в точном определении
понятия комплекса. Как и выше, мы введем в рассмотрение
определенный радиус R системы, определив его таким образом,
чтобы вероятность нахождения нескольких частиц на расстоянии
от центра системы, превышающем R, была малой.

Пусть, как обычно, W— волновая функция, описывающая

состояние системы в целом. Мы можем разложить W в ряд:

^¦=2i'«K)/?»(ri); (8-138)

координаты т1 характеризуют здесь относительное движение

падающей' частицы и центра тяжести остальной части системы.

Можно, однако, так же как и в п. 1, представить функцию W

г) См. также [13].
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в иной форме:

Е (8-139)
где г2 характеризует относительное движение второй частицы

и центра тяжести остальной части системы. Поскольку вторая
частица входит в состав бомбардируемой части системы, функ-
функции Gn должны описывать только расходящиеся волны. Так как

при r2< R вероятность нахождения двух частиц вне системы

мала, имеем

[V* + kl-U2(r2))Gn = 0 (r2>R), (8.140)
где ?72 —потенпиал> включающий в себя только дальнедействую-
щие силы между частицей 2 и остальной частью системы. Так,
например, если речь идет о столкновении с ядром, а падающая

частица обладает зарядом, то U2 представляет собой потенциал

сил кулонова взаимодействия. Если мы разложим Gn в ряд по

шаровым функциям,
Gn = r~i %81п(г2)Р? (cos Ъ2)е±^*, (8-141>

то из условия, согласно которому функций Gn должны описывать

только расходящиеся волны, следует, что

где /г2 имеет то же определение, что и данное в гл. II, § 7 (или
в гл. III, § 5, при наличии кулонова поля).

Волновая функция yj, характеризующая стационарное состояние

комплекса, определена теперь таким образом, что функции
Gn и Fn в разложениях (8.138) и (8.139) удовлетворяют условию

(8.142). Поскольку в рассмотрение включена функция Fn,
описывающая состояние падающей частицы, система тем самым

становится замкнутой, точно так же, как и в задаче об одной
частице, рассмотренной в гл. II, § 7. Каждому значению функ-
функции утс отвечает комплексное значение энергии

WT = ET-±il\. (8.143)

Точно таким же путем, как и в случае задачи об одной

частице, волновая функция W, описывающая столкновение, может

быть разложена в ряд по, функциям у?. Это приводит к следую-
следующим формулам для сечений Qld и Q1 :

(8.144)
г
—t

2"
*' rJ

r—E 2

(8>145)
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Здесь

'%dxadzu (8.146)

а Хс* отличается от утс тем, что при разложении Хс в ряд вместо*

условия (8.142) должно удовлетворяться условие

x^x^l. (8.147)

Величины и>р приобретают при этом вполне точный смысл.

Действительно,

Кс12=-(/1р-/?)кг(й)|22^, (8.148)

а | и>р |2 отличается от | wrvc |2 только тем, что glr (R) заменено на

gl(R)- Можно показать, что |g?|2 = \glT|2, откуда следует, что wTv
отличается от wTv только фазовым множителем.

Если R задано, то фаза qt, определяющая сечение упругого

рассеяния, может быть найдена вполне однозначным образом.
Она представляет собой фазовый сдвиг, возникающий при рас-
рассеянии полем, потенциал которого при rp> R равен Up, а при

rp
— R может быть апроксимирован барьером бесконечной высоты.

Сопоставляя формулы (8.144) и (8.145), представляющие собой
естественное обобщение формулы B.64) для одной частицы,
с формулами (8.136) и (8.137), полученными Бете и Плячеком,
мы убеждаемся в том, что они весьма сходны друг с другом.
Основное различие между ними сводится к появлению множите-

множителей Nr и замене wrp*c на wl*c. Капур и Пайерлс [12] показали,
что в том случае, когда расстояние между уровнями Ет пре-
превышает их ширину Гг, эти различия становятся несущественными.

Метод Капура и Пайерлса обладает тем преимуществом, что,
помимо строгого обоснования формул (8.136) и (8.137) при этих

условиях, он дает соотношения, позволяющие определить матрич-
матричные элементы WpC и потенциальное рассеяние, если радиус ком-

комплекса R задан..

Следует, однако, напомнить, что, так же как и в случае за-

задачи об одной частице, выбор величины R остается при этом не

вполне определенным. Возвращаясь к выражению (8.137) для

сечения упругого рассеяния, мы можем рассматривать его как

слагающееся из трех членов, обусловленных соответственно бли-
ближайшим резонансным уровнем, совокупностью всех остальных

более удаленных уровней и потенциальным рассеянием. Относи-
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тельная роль последних двух членов может быть при этом изме-

изменена путем выбора того или иного значения R. Лучше всего было

бы выбрать R так, чтобы роль далеких резонансных уровней
стала минимальной. Поскольку, однако, теория еще не нахо-

находится в таком состоянии, чтобы ею можно было пользоваться для

определения величины сечений в отдельных частных случаях,

вопрос о вычислении выражения (8.137) практически еще не

возникал. Интересно отметить, что Брейту [14] удалось построить
схематическую модель дисперсионных явлений, допускающую
точное алгебраическое решение задачи. Понятие составной систе-

системы (комплекса) при этом возникает вполне однозначным образом,,
не требуя введения в рассмотрение величины R.

Зависимость парциальной ширины уровней от скорости. От-

Отметим, что как в теории Бете и Плячека, так и в теории Капура
и Пайерлса энергетические уровни комплекса зависят от энергии
падающей частицы. Если ширина уровней мала по сравнению
с расстояниями между ними, то зависимостью вещественной
части ширины уровня от энергии падающей частицы можно пре-

пренебречь. Значения парциальной ширины уровней Vrp, определяю-

щие мнимую часть — гТг, в общем случае зависят, однако, весьма

существенным образом от скорости испускания рассматриваемой
частицы.

Согласно формуле Капура и Пайерлса [12], имеем

Г? = |«,;ср, (8.149)

где \wpC\ определяется выражением (8.148). Ограничиваясь
сперва рассмотрением таких случаев, когда вне системы поле,,

действующее на частицу, равно нулю, для частиц с нулевым
моментом количества движения имеем

/;-/;• = 2iAp. (8.150)

При этих условиях Гр прямо пропорционально скорости испускае^-
мой частицы.

Если квантовое число, отвечающее моменту количества дви-

движения частиц, равно / и kp R < /, то

2.

(8.151)-
и Гр пропорционально скорости частицы в степени B/-(-1).

Эти результаты вытекают также и из соображений, развитых
в п. 1. Величины uic и н2с определяются в основном перекры-
перекрытием функций /, и g[ с областью, занимаемой комплексом. При
малых kR значения этих функций в области комплекса будут
изменяться пропорционально (kRI (см. гл. II, § 3), откуда4 сле-

следует, что и1с и т. д. будут меняться аналогичным образом. По-
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скольку соответствующие значения ширины уровней пропорцио-
пропорциональны к | и|2, они будут меняться, как&21+ i R21, в согласии с (8.151).

В связи с наличием заметной зависимости парциальной ширины
уровней от энергии частицы истинное значение ширины уровня
часто определяют как соответствующее точному резонансу.

При учете наличия конечного взаимодействия U при г > R

зависимость парциальной ширины уровня от скорости приобре-
приобретает более сложный характер. Наибольший практический интерес
при этом представляет случай ядерных столкновений, для кото-

которых U представляет собой потенциал кулоновых сил отталкива-

отталкивания. Выражение, определяющее парциальную ширину уровня,

содержит в этом случае дополнительный множитель e~pi, харак-
характеризующий вероятность проникновения частицы через кулонов
потенциальный барьер на поверхности ядра (см. гл. III, § 5).

Более детальный анализ .вопроса о применении дисперсионной
формулы к ядерным столкновениям будет дан нами в гл. ХШ, § 2.

3. Перекрытие уровнейг). Исследуем теперь тот случай, ког-

когда энергия возбуждения комплекса столь велика, что ширина

уровней превышает расстояние между ними и энергетический
спектр уже не является дискретным. Формула (8.144) остается

при этом справедливой; для практических приложений она ста-

становится, однако, неудобной. В этом случае лучше всего восполь-

воспользоваться статистическими методами. Если, далее, длина волны

испускаемых частиц мала по сравнению с размерами комплекса,

задача может быть решена чисто классическим путем.
Из одночленной формулы (8.134) следует, что отношение се-

сечений Ql, QI и т. д., отвечающих испусканию частицы 2, 3
и т. д., не зависит от способа образования комплекса, а именно:

§=Йит.д. (8.152)

Согласно этой формуле, интегрирование полного сечения, соот-

соответствующего всем возможным столкновениям частицы 1 с исход-

исходной системой, по рассматриваемой области значений энергии,
включающей резонансную энергию, приводит к выражению вида

* = 7?B' + 1>ri (8Л53>

при условии, что потенциальным рассеянием можно пренебречь.
Среднее значение полного сечения для интервала энергии, содер-

г) Излагаемые ниже результаты основаны на работе Бора, Пайерлса
и Плячека [15] и на других работах, использующих статистические ме-

методы [9.16].
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зкащего большое число уровней, при этом равно

"& ^BJ+ l)g, (8.154)

где D— среднее расстояние между уровнями в рассматриваемом
интервале.

Исходя из этих результатов, можно было бы ожидать, что в

случае перекрывающихся уровней формула (8.154) будет опреде-
определять сечение образования комплекса, а (8.152) будет определять
при этом вероятность его распада. Так, для сечения, соответствую-
соответствующего испусканию частицы 2, мы должны были бы иметь

<?i = ^B/ + l)^?, (8.155)

где

Покажем теперь, что при соответствующей интерпретации вели-

величин Flf Га> ..., и т. д. формула такого типа действительно будет
иметь место.

Прежде всего в случае перекрывающихся уровней состояние

комплекса не определяется одной лишь его энергией. Волновая

функция, характеризующая комплекс, будет представлять собой

линейную комбинацию функций, относящихся к отдельным уров-
уровням и перекрывающихся при рассматриваемом значении энергии,
а коэффициенты при этих функциях будут зависеть от способа

образования комплекса. Формула (8.155) может быть, тем не менее,

сохранена, если считать, что Га, Г3, .. . различны при разных
способах образования комплекса, так что

где значок сверху указывает, что комплекс образовался путем
захвата частицы 1.

Для получения соответствующей формы соотношения (8.154)
мы можем воспользоваться принципом детального равновесия,

применив его к реакции:

Частица i +Система N в нормальном состоянии^ Комплекс,

при которой полная энергия системы заключена в интервале

между Е и Е -\- dE. Если р\, р\— соответственно значения вероят-
вероятности образования и распада комплекса за 1 сек., то, как

известно,

gcP\ = gngxrt, (8.157)

где gu gw, ge
— статистические веса частицы 1, системы N

II комплекса в рассматриваемых состояниях [17].
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Для исследованного выше случая, когда частица 1 и система

N не обладают спином и квантовое число, определяющее полный

момент количества движения комплекса, есть /, имеем

Si
= 5?*ad*. SN=i, gc = Bl+l)Z, (8.158)

где Z— число уровней комплекса с соответствующим значением

момента количества движения и соответствующей четностью,

лежащих в интервале между Е и E + dE, а к— волновое число,

характеризующее относительное движение частицы 1 и системы N.

В наших прежних обозначениях

# ^# Р\ = Ъ> (8Л59)

где v — относительная скорость частицы 1 и системы N, Г? —

ширина уровня комплекса, обусловленная испусканием частицы 1

и усредненная по статистической совокупности комплексов, обра-
образованных всеми возможными способами. Поскольку

dE
-fiv

имеем

<?и.~?B'И)^ = ?<2'+1>3- (8-160)

При решении различного рода практических вопросов измене-

изменения, внесенные нами выше в формулы (8.156) и (8.160), не

играют обычно существенной роли.
Статистическая формула . для ширины уровня. Вероятность

прилипания. Формула (8.160) может быть использована для опре-
определения порядка величины среднего статистического значения

ширины уровней.
Максимальное возможное значение (?'попн равно nBl -f-l)/&2,

так что можно записать

CU, = ?B/ + lKb (8.161)

где Сг < 1 • Это даетг)

2BЛ-1)Г? = ё2B/-Ы)!:1. (8.162)

Учет испускаемых частиц типа 1, момент количества движения

которых таков, что / > kR, мало влияет на величину этого выра-
выражения. Поэтому при больших значениях kR имеем

{ (8.163)

х) Расстояние D между уровнями теперь рассматривается как усред-
усредненное по всем значениям момента количества движения комплекса.

14 н. Мотт и Г. Месси
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Здесь С —среднее значение С; оно таково, что сечение, отвечаю-

отвечающее образованию комплекса, равно тМЧ,. Поскольку izB2 есть

геометрическое сечение комплекса, величину С называют обычно

вероятностью «прилипания». Вводя в рассмотрение среднее значе-

значение Г", имеем

Г?=5- (8.164)

Зависимость вероятности прилипания от энергии была иссле-

исследована Бете [18]. При образовании комплекса падающая частица

утрачивает свою индивидуальность и может быть рассматриваема
как поглощенная комплексом. В гл. I, § 7, было показано, что

процесс поглощения частицы может быть описан путем добавле-
добавления к потенциальной энергии системы некоторого отрицательного
мнимого члена. Бете исследовал задачу о движении частицы

в поле V (г) — in (г), где а (/¦) — потенциал, характеризующий по-

поглощение частицы. Как и следовало ожидать, он нашел при этом,

что вероятность прилипания частицы С стремится к единице по

мере увеличения энергии частицы. С другой стороны, при увели-
увеличении степени возбуждения комплекса расстояние между уров-
уровнями уменьшается (см. гл. XIII, § 2). Из (8.164) следует, что

ширина уровня и, следовательно, вероятность распада комплекса,
связанные с испусканием частицы с данной энергией, обычно
начинают убывать после того, как энергия достигла некоторого
определенного значения. В частности, при больших скоростях
столкновений вероятность того, что падающая частица окажется

испущенной повторно со своей исходной энергией (упругое рассея-
рассеяние), как и следовало ожидать, становится очень малой.

Полное сечение для столкновения, при котором частица 1,
обладающая большой энергией, захватывается, а частица 2 испу-
испускается комплексом, может быть определено выражением вида

• (8.165)

Этот простой результат означает, что Q\ равно в этом случае
произведению геометрической площади эффективного сечения си-

системы на вероятность распада комплекса путем испускания ча-

частицы 2.

Распределение испускаемых частиц по энергиям. Сильно возбуж-
возбужденный комплекс может распадаться постепенно, путем' испуска-
испускания ряда частиц, обладающих значительно меньшими энергиями,

нежели падающая частица. Относительная вероятность испуска-
испускания частицы, в результате которого комплекс остается в данном
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н-м энергетическом состоянии, определяется выражением вида

Т2{п) =^Ш, (8.166)

где D — среднее значение расстояния между уровнями возбужден-
возбужденного комплекса, а Сг(п) — вероятность прилипания падающей час-

частицы 2 в том случае, когда она обладает такой же энергией Е,
с какой она испускается, оставляя комплекс в п-м состоянии.

Вероятность р2 (Е) испускания частицы 2 с энергией, лежащей
б интервале между Е и Е + dE, будет пропорциональна Г2(П) и

p(E)dE— чи&лу энергетических состояний конечной системы в ин-

интервале dE вблизи /г-го состояния.

Таким образом,

2(n). (8.167)
Плотность энергетических уровней
остальной части системы быстро
возрастает по мере увеличения сте-

степени ее возбуждения, т. е. по мере

уменьшения энергии Е. С другой
стороны, Сг(п) при уменьшении Е

убывает значительно медленнее. В

результате распределение испускае-
испускаемых частиц по возможным зна-

значениям энергии характеризуется кри-
кривой, приведенной на фиг. 20, макси-

максимум которой отвечает относительно

испускаемой частицы.

Энергия испускаемой частицы

Фиг. 20. Распределение энер-
энергии частиц, испускаемых силь-

сильно возбужденным комплексом

малому значению энергии

4. Метод переходного состояния. Рассмотрим теперь стати-

статистический метод, предложенный впервые Пельцером и Вигне-

ром [19]1), который может быть использован для исследования

реакций, сопровождающихся перераспределением частиц, если

условия являются при этом вполне классическими. Этот метод

пригоден, в частности, для изучения скоростей химических реак-

реакций; он может быть, однако, использован также и при рассмо-

рассмотрении ряда ядерных реакций (например, реакции деления ядер
или ядерных реакций, протекающих под действием быстрых
нейтронов), для рассмотрения которых применима классическая

механика.
В этом случае в принципе возможно детально проследить

за ходом процесса столкновения; это обстоятельство используется
в методе переходного состояния. Существенно, что этот метод

х) Более подробное рассмотрение этого метода имеется в работе Вигне-

[20] и в книге Глесстона, Лейдлера и Эйринга [21].
14*
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приводит к соотношениям, определяющим средние статистические

значения парциальной ширины уровней Гр для различных воз-

возможных реакций. При изучении химических реакций удобно рас-

рассматривать макроканонический ансамбль реагирующих систем,

поскольку значения скоростей реакций, наблюдаемые на опыте,

относятся именно к таким условиям. При приложении этого ме-

метода к вопросам ядерной физики удобнее, однако, иметь дело

с микроканоническим ансамблем.

Рассмотрим некоторую реакцию, идущую с участием п час-

частиц. Эти частицы могут быть как нуклонами, так и атомами

(при применении этого метода к атомам следует считать, что

электронные переходы во время реакции не происходят). Состоя-
Состояние такой системы может быть охарактеризовано совокупностью
Зга координат. При этом три координаты определяют положение

центра, тяжести системы, три
— ее ориентацию, а остальные Зга—б

координат описывают внутреннюю конфигурацию системы.

Представим себе некоторую многомерную поверхность, характери-

характеризующую потенциальную энергию системы как функцию этих

Зга — 6 координат. Эта поверхность будет содержать области,

характеризующиеся относительно низкой потенциальной энергией
(ямы), разделенные потенциальными горбами. Эти глубокие ямы

соответствуют отдельным компонентам системы. Для того чтобы

имел место переход от одной из таких ям к другой, т. е. для

того, чтобы произошло перераспределение частиц, образующих
систему, последняя должна перейти через горб потенциальной
энергии. В общем случае такой переход осуществится через наи-

наиболее низко расположенную точку потенциального горба. В такой
точке потенциальная энергия системы будет максимальной для

изменений, связанных с переходами через горб, но она будет
при этом минимальной для изменений, связанных с переходами
в перпендикулярных направлениях; другими словами, эта точка

является перевалом или седловиной поверхности. Когда конфигу-
конфигурация системы характеризуется этой точкой, называемой точкой

активации, и система находится в таком состоянии движения,

которое соответствует переходу из исходной области с низкой

энергией через перевал, то говорят, что система находится в пере-
переходном состоянии и образует активированный комплекс

Во многих случаях представления такого рода являются черес-

чересчур упрощенными. Переход из какой-либо ямы с низким значе-

значением потенциальной энергии в другую такую же яму может

произойти через один или несколько перевалов, обладающих
сложной формой. Точка, изображающая состояние системы, может

попасть в новую яму через узкий проход и затем покинуть ее

через другой аналогичный проход. В промежутке в зависимости

от формы перевала движение этой точки может носить весьма

сложный характер. В результате возвращение системы в исходное
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состояние через первый проход может оказаться значительно

более вероятным, чем ее переход в другую более глубокую яму.
Положение дела здесь весьма сходно с тем, которое имеет место

в рассмотренном выше случае образования комплекса при столк-

столкновениях. Благодаря сложной форме промежуточной потенциаль-

потенциальной ямы, расположенной на более высоком уровне, система может

оставаться в ней длительное время до тех пор, пока на одной
из ее степеней свободы не сконцентрируется достаточная энергия,
в результате чего она тем или иным путем покинет яму.

Мы предположим теперь, что исходные компоненты системы,

а также ее компоненты в переходном состоянии находятся в ста-

статистическом равновесии при некоторой температуре Т. Поскольку
обычно нет необходимости исследовать реакции третьего и более

высоких порядков, мы рассмотрим реакцию типа

где АВ* соответствует переходному состоянию. Система в состоя-

состоянии АВ* может быть рассматриваема как обычная молекула,

образовавшаяся в результате соединения атомов А к В, с той
лишь разницей, что изменение одной из Зге — б координат, харак-
характеризующих состояние системы, должно привести к ее распаду.
Воспользовавшись обычной статистической теорией, получаем сле-

следующее значение равновесной концентрации активированных ком-

комплексов [17[:
f* (Т)>

, (8.168)

где Na, Л:в, /л, /в — соответственно значения концентрации и функ-
функции распределения для систем А и В. функция /Хв(Т) пред-
представляет собой функцию распределения для переходного состоя-

состояния и может быть "определена на основании следующих соображе-
соображений. Мы предположим, что координаты выбраны таким образом,
что переход через потенциальный горб связан с изменением толь-

только одной координаты q*, соответствующей импульсу /?*. В,фазо-
В,фазовом пространстве точка, описывающая состояние системы, должна

лежать в области hrldp*dq*, причем остальные координаты
и импульсы могут обладать любыми значениями, совместимыми

с этими. Обычно движение, связанное с изменением д*, можно

рассматривать как чистую трансляцию и представить /ав* {Т)
в форме

^* (8.169)

где первый множитель характеризует влияние всех координат,
отличных от <?*, а?* — энергия, выраженная через эту координату,
причем Е* > Ео, где 2?0 —высота потенциального горба.
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Скорость перехода системы через горб за 1 сек. равна

NAB®*/dq*, где в* — скорость, соответствующая координате q*
и равная р*/т*, а т* — эффективная масса системы при таком

переходе. Общее число переходов за 1 сек. в некотором объеме V

равно

*А"В Y m*h
¦ (

*2p*2
При замене Е* на Eo + ?-5 эта величина становится равной

/v,/v/*(г)*I

Важно отметить, что выражение (8.171) не обязательно опре-
определяет скорость реакции. Так, например, в тех случаях,• когда

существует яма, расположенная на высоком уровне, выражение

(8.171) определяет скорость проникновения в эту яму. В таких

случаях, для того чтобы получить скорость реакции, выражение

(8.171) следует умножить на множитель х, называемый обычно

коэффициентом прохождения и определяющий вероятность того,

что, коль скоро система находится в потенциальной яме, она поки-

покинет эту яму в результате распада на рассматриваемые компоненты

С + Z). Воспользовавшись уже принятой выше терминологией, мож-

можно сказать, что нахождение точки, изображающей состояние систе-

системы, в потенциальной яме, расположенной на высоком уровне, соот-

соответствует образованию комплекса сталкивающихся частиц, тогда

как формула (8.171) связана с вероятностью прилипания, а коэф-
коэффициент прохождения — с отношением Гсг»/Г, которое определяет
вероятность диссоциации комплекса данным определенным спосо-

способом. Применимость метода переходного состояния не должна,

однако, зависеть от существования промежуточного квазистацио-

квазистационарного состояния, обладающего относительно большим време-
временем жизни.

Для того чтобы установить связь между формулой (8.171)
и более обычной формулой, содержащей сечение столкновений,
'отметим прежде всего, что если Q есть сечение, соответствующее
1

столкновениям, сопровождающимся перераспределением частиц

'системы, усредненное по возможным значениям энергии, и Е0/кТ
'

при этом мало, то скорость реакции определяется выражением
¦

вида

(8Л72>

где m
—

приведенная масса. Таким образом,

fA(T)fB(T)
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В простейшем случае реакции между атомами А с массами тх
и атомами В с массами т2 имеем

3/2

^-J^ , (8.174)

где / — момент инерции активированного комплекса относительно

его главной оси, равный

а dl2 — расстояние между атомами в активированном состоянии.

Мы имеем, таким образом,

^=TCxd1\. (8.175)

Проиллюстрируем теперь этот метод на примере исследования

микроканонического ансамбля систем, энергия возбуждения кото-

которых заключена в интервале между Е и E-\-dE [22]. Речь может

итти при этом об атомных ядрах или же об активированных мо-

молекулах, которые, будучи предоставлены самим себе, будут рас-
распадаться с выделением избыточной энергии. Если число систем

в ансамбле выбрано равным p(E)dE— числу уровней в интервале
между Е и E-\-dE, то число систем, распадающихся за 1 сек.,

будет равно p(E)dETf/h, где Г^ имеет тот же смысл, что и в п.З.
Число уровней в интервале dq*, взятом в направлении коор-

координаты q*, характеризующей реакцию в переходном состоянии,

равно

{1*{E-E*)dE^f-. (8.17G)

В исходном состоянии на каждом из таких уровней находится

одна система, так что число систем, распадающихся за 1 сек.,

равно

Cllli \ ¦—j О I Л -Д —=—
. ( 0.1 / / )

Если мы положим, как и в (8.171), Е* — Ео-\-~-., то (8.177)

приобретает вид

~»~ \' р 1& ~" Л<л — ¦*-*&) &¦*-*$;• I О- X # ОI

Интеграл \ р
*
(Е — Ео — Еъ) dEje равен числу уровней N* в пере-

переходном состоянии с данной энергией возбуждения. Мы имеем
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Таблица 1

Условия, определяющие столкновение

относительная

скорость

величина матричных элемен-

элементов энергии взаимодействия

диагональные
элементы

(Vnn)

недиагональные
элементы

(Von)

Пригодный

метод иссле-

исследования

Примеры

Велика по срав
нению со ско

ростью внут-
внутреннего дви-
движения

Меньше или

сравнима со

скоростью
внутреннего
движения

То же

То же

То же

То же

Любой ве-

величины

Малы

Велики

Любой вели-

величины

Малы

Малы

Любой ве-

величины

Малы, за ис-

исключением

элемента Voa,
где состояния

О и пнаходятся

почти в ре-
резонансе

Сравнимы и не малы, но

скорость их изменения

мала

Многие элементы велики,

велика также скорость
их изменения

Приближение
Борна

Приближение
Борна

Метод иска-

искаженных

волн

Решение си-

системы сов-

совместных

уравнений

Метод возму-
возмущенных ста-

стационарных
состояний

Метод ком-

комплекса стал-

кивающих-

кивающихся частиц

Столкновения

быстрых
электронов
с атомами

Возбуждение
молекуляр-
молекулярных коле-

колебаний ?ирп
столкнове-
столкновениях с ато-

атомами

Передача элек-

электронного воз-

возбуждения
или заряда

Возбуждение и

ионизация

медленными

положитель-

положительными ионами

Ядерные столк-

столкновения
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поэтому
'

Р (Е) dEVf __

dEN*

%
~

h '

где D— расстояние между уровнями возбужденной системы. Этот

результат будет использован нами в гл. XIII, § б, при исследо-
исследовании вопроса о делении ядер.

§ 9. Сводка методов исследования неупругих столкновений

Итоги нашего анализа методов исследования неупругих столк-

столкновений удобно подвести с помощью таблицы (табл. 1).

§ 10. Столкновения между двумя системами, одна из которых
была вначале неподвижной

В ряде разделов этой книги (гл. V, § 3; гл. VIII, § 2,3 и 4;
гл. XV, § 3) мы определяли дифференциальное сечение / F) du>

для столкновений между двумя частицами, при которых их центр
тяжести оставался неподвижным. С этой целью мы решали урав-
уравнение вида

1

где т — «приведенная масса» двух частиц, равная m-jn-J{тх
а « — их относительная скорость. Если решение имеет вид

то

/(в) = 1/FI».
Покажем теперь, как найти дифференциальное сечение в том

случае, когда одна из частиц т1 первоначально оставалась непо-

неподвижной. Обозначая через J(&)dQ дифференциальное сечение

для рассеяния на угол в внутри телесного угла dQ, имеем

где

тх sin в

raj cos в + то2
"

ft

В том частном случае, когда массы частиц одинаковы, 0 =
-^

и, следовательно [если только рассматриваемые частицы не явля-

являются одинаковыми, см. формулу E.26)],
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Глава IX

СТОЛКНОВЕНИЯ БЫСТРЫХ ЭЛЕКТРОНОВ С АТОМАМИ.

УПРУГОЕ РАССЕЯНИЕ. ПРИБЛИЖЕНИЕ БОРНА

§ 1. Введение. Экспериментальные методы и результаты1)

В этой главе, а также в гл. X —XIII, мы применим общую

теорию столкновений, изложенную в гл. VIII, к подробному ис-

исследованию отдельных задач. Наибольший интерес представляют
задачи, относящиеся к столкновениям электронов с атомами.

Теоретические вычисления дают возможность определить диффе-
дифференциальное и полное сечения, соответствующие столкновениям,

при которых электроны, обладающие данной скоростью V, воз-

возбуждают га-е состояние атома. Мы будем обозначать дифферен-
дифференциальное и полное сечения соответственно через /п(9) и Qn
(см. гл. II, § 1), причем

n{b) sin bdb = Qn. (9.1)

В случае возбуждения энергетических уровней непрерывного
спектра каждый уровень характеризуется величиной х, связанной
с энергией Ех данного уровня соотношением

Е% = -??-. (9.2)

Сечение, соответствующее возбуждению уровней, лежащих в ин-

интервале между х и x-f-dx, обозначается при этом через Qxd,Y..
Дифференциальное сечение характеризует угловое распреде-

распределение рассеянных электронов, тогда как полное сечение опреде-
определяет полную вероятность возбуждения данного состояния.

Так как весьма существенно, чтобы теория находилась в соот-

соответствии с практической стороной вопроса, мы остановимся прежде
всего на рассмотрении различных типов экспериментальных ис-

исследований, относящихся к столкновениям электронов с атомами,
и укажем на соотношения, существующие между наблюдаемыми

величинами и теоретическими значениями дифференциальных
и полных сечений. Опытные данные могут быть классифициро-
классифицированы следующим образом.

*) Подробный обзор дан в книге Месси и Бургопа [1].
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1. Опыты, дающие возможность наблюдать совокупность
эффектов, обусловленных как упругими, так и неупругими
столкновениями. Результаты этих опытов дают нам сведения

только относительно величины Q. Они не могут быть использо-

использованы для определения дифференциальных сечений и разделения

эффектов, соответствующих различным состояниям. Сюда отно-

относятся два типа опытов:

а) Измерения тормозной способности вещества для быстрых
электронов. Экспериментальные методы состоят в этом случае
в исследовании пробега быстрых частиц в различных материалах.

Тормозная способность вещества характеризуется скоростью умень-
уменьшения кинетической энергии электрона на 1 см пути в этом

веществе. Скорость изменения кинетической энергии электрона
определяется уравнением

"'макс.

tt±_ = N I у О (Е Е )-L- \ (Е Е ) О dx\ C9 3)
dx | ^J

vn V n ol i

J V * «V x» j
> \ ¦ I

n x=0

где *En — энергия электрона в атоме в и-м состоянии, Ео — энергия

электрона в нормальном состоянии, Ех определяется соотноше-

соотношением (9.2), N—число атомов в 1 см3 вещества, а хмаКс. связано

формулой (9.2) с максимальной энергией, которую электрон может

передать атому.
В некоторых случаях этими методами можно воспользоваться

для получения данных об отдельных столкновениях; наибольший

интерес представляет, однако, вычисление тормозной способности
вещества с помощью формулы (9.3), так как опытными данными

о пробеге частицы можно воспользоваться для определения ее

начальной энергии 1).
б) Измерение полных сечений. Если однородный пучок элект-

электронов проходит через газ, он становится диффузным; если его

первоначальная энергия превышает резонансный потенциал ато-

атомов газа, он становится также неоднородным.

Пусть интенсивность электронного пучка есть /. Если каждый

электрон, испытавший отклонение или потерявший при столкно-

столкновении энергию, мы будем считать не принадлежащим к пучку,
то убыль интенсивности пучка (S/) на пути Ьх в газе при дав-
'лении р может быть записана в виде

о/= —Japbx,

где а зависит только от природы газа и энергии пучка. Проин-
Проинтегрировав это уравнение, получим интенсивность пучка, про-

прошедшего путь х:

J = Joe-avx.

а) См., например, [2].
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Величина а может быть определена по опытным данным о зави-

зависимости интенсивности пучка электронов от его пробега в газе.

Подобные опыты впервые были проведены Рамзауером [3] и были

использованы им, а также различными другими исследователями
для измерения а в случае всех простых газов, а также паров

некоторых металлов1).
Из определения сечения Q следует, что если N — число ато-

атомов в 1 см? газа при нормальных условиях, то

'¦макс.

760

где р'— единица давления (обычно 1 мм Hg), выраженная в еди-

единицах давления, использовавшихся при экспериментальном изме

рении (обычно в мм Hg). Если сечения Qn и Qxdy. измерены
в единицах irafj, где а0

—

радиус первой боровской орбиты элект-

электрона в атоме яодорода, то имеем

"макс.

а = 3,15
П~

В отличие от исследований тормозной способности вещества,
рассматриваемый метод применим лишь к электронам с малыми

и средними скоростями2) (от 0,5 до 400 в); из сказанного выше

следует, что этот метод дает только численное значение суммы
всех сечений. Для электронов, энергии которых меньше резонанс-
резонансного потенциала атомов газа, эффективными будут, однако, только

упругие столкновения. Для этой области энергии рассматривае-
рассматриваемый метод дает поэтому наиболее существенные результаты.

Интересно отметить, что описанный выше экспериментальный
метод определения величины а с точки зрения классической теории
имел бы смысл лишь в том случае, если бы сталкивающиеся

системы были определенным образом ограничены в пространстве,
а наблюденные значения зависели бы от размеров приемной щели

прибора. В квантовой теории эта трудность отсутствует, так как

сечения Q определены при условии, что рассеивающее силовое

поле достаточно быстро убывает с расстоянием, т. е. при условии,

которому удовлетворяют все атомные поля. Это обстоятельство

рассмотрено нами подробно в гл. II, в конце § 1. Подтверждаю-
Подтверждающие его экспериментальные данные приведены в гл. X, § 1.

В связи с этими опытами следует упомянуть также о методе

Таунсенда [7].

J) См., например, обзоры [1, 4, 5].
2) Брода [6] путем модификации обычного метода измерил коэффициент .

<г для аргона, пользуясь электронным пучком с энергией до 2500 в.
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Толкование опытных данных основано в этом случае на слож-

сложной классической теории движения электронов в газах, и приме-
применимость метода ограничивается условиями, при которых эта тео-

теория справедлива, т. е. очень малыми скоростями столкновений

(для большинства газов меньше 5в). Этот метод дает нам сведе-

сведения относительно сечения Оа для значительно меньших скоростей
электронов, нежели метод Рамзауера; результаты, получаемые
с его помощью, представляют значительный интерес.

2. Опыты, при которых упругие и неупругие столкновения

исследуются в отдельности. Результаты этих опытов дают нам

сведения об относительных значениях различных сечений Qn при
данной начальной скорости электронов и о дифференциальвых
сечениях /п (б) как функциях угла рассеяния, а также об изме-

изменении любого из сечений Оп с изменением скорости столкновения.
Абсолютные значения величин при этом обычно не измеряются;
они могут быть, однако, определены с помощью опытов, описан-

описанных выше. Методы исследования могут быть в этом случае под-

подразделены на две группы.
а) Электрические методы. В опытах этого типа производится

непосредственное измерение углового распределения рассеянных

электронов, т. е. определение относительных вероятностей воз-

возбуждения путем измерения силы тока, соответствующей рассеян-
рассеянным электронам. В случае ионизующих столкновений абсолютное

"макс.

сечение для ионизации \ Qr. dv. может быть определено путем
о

измерения положительного тока ионов, создаваемого однородным
пучком электронов, пропускаемых через газ при низких давле-

давлениях.

б) Оптические методы. В этом случае однородный пучок

электронов пропускается через газ или пар; измеряется интен-

интенсивность света, испускаемого атомами газа, возбужденными
электронным пучком. Интенсивность света, соответствующая пе-

переходу атома из состояния п в состояние т, пропорциональна
величине QnAnm, где АПт — вероятность оптического перехода из

состояния, п в состояние т. Изменение интенсивности света

данной длины волны с изменением скорости возбуждающих
электронов определяет зависимость Qn от скорости столкновения,
так как Апт не зависит от метода возбуждения. Если Апт может

быть вычислено, то можно также сопоставить численные значения

сечений Qn при различных п.

Этот метод является более чувствительным, нежели электри-
электрический метод; с его помощью могут быть исследованы эффектив-
эффективные сечения Qn для очень высоких возбужденных состояний.

Мы видим, таким образом, что имеющийся экспериментальный
материал в достаточной степени разнообразен, чтобы можно было
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иллюстрировать теоретические соотношения и проверять их при-

применимость. С другой стороны, теория проливает свет на многие

явления, которые интересны и существенны для физика-экспери-
физика-экспериментатора.

Прежде чем перейти к вычислениям дифференциальных и пол-

полных сечений, мы остановимся вкратце на выбранном нами по-

порядке изложения. В первую очередь мы рассмотрим упругие
столкновения, воспользовавшись для этого простейшими форму-
формулами — первым приближением теории Борна (см. гл. VII, § 1).
Затем мы исследуем пределы применимости этих формул и усо-

усовершенствуем теорию (гл. X), воспользовавшись для этой цели

методами Факсена и Хольцмарка, изложенными в гл. II. В неко-

некоторых частных случаях мы уточним теорию, введя представления

об электронном обмене. Все эти вычисления не относятся к не-

неупругим столкновениям; в более строгой теории нельзя, однако,

рассматривать упругие столкновения, не учитывая в то же время
столкновений неупругих; в связи с этим мы исследуем вкратце

вопрос о взаимодействии неупруго и упруго рассеянных волн.

Мы рассмотрим далее (гл. XI) неупругие столкновения. Как
и в случае упругих столкновений, мы начнем при этом с иссле-

исследования первого приближения Борна (являющегося достаточно

точным для вычисления тормозной способности вещества в случае

быстрых частиц), а затем изложим более точную теорию, приме-
применение которой необходимо в случае более медленных частиц.

§ 2. Упругое рассеяние. Первое приближение Борна

В гл. VII, § 1, было показано, что дифференциальное сечение

/ F) для упругого столкновения электрона, обладающего ско-

скоростью v, со сферически симметричным силовым полем V (г)
в пределах применимости первого приближения Борна опреде-
определяется выражением [см. G.12)]

f ( *4) (9.4)

Нами было также найдено соотношение между функцией (9.4)
и коэффициентом рассеяния рентгеновых лучей [соотношение G.8)].
Вычислим теперь / (8) для того случая, когда V (г) есть поле

атома.

Если <]> (гх, г2, ..., Tz) — волновая функция атома (с атомным

номером Z), то (см. гл. VIII, § 2 и 3)
z

-—2 |г-г„| )l^>(ri' ¦• -)l2di:i ¦ ¦•dtz. (9.5)
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Волновые функции <Ь0 известны аналитически лишь для очень

немногих атомов, в большинстве случаев вычисление потенциала

V (г) связано со сложными численными расчетами. Мы рассмот-
рассмотрим сперва те случаи, когда функция ф0 известна аналитически.

§ 3. Рассеяние электронов атомами

водорода и гелия

Для водорода
<К> = К)-1/2е-г/ао- (9-6)

Для гелия с достаточной степенью точности можно воспользо-

воспользоваться волновой функцией, полученной Хиллераасом [8] с по-

помощью вариационного метода:

Подставляя эти функции в выражение (9.5) и интегрируя, нахо-

находим для водорода

F(/-) = -e2^J-_L.J_^e-2r/«o) (9.8а)

для гелия

V (/¦)=- 2е2 (-1 + -|-) e-2Zr/°». (9.86)

Подставляя эти значения V (г) в (9.4), после интегрирования
получаем

причем для водорода А=1, >. — 2/а0, а для гелия 4 = 4,
Х = 3,36/а0. С помощью формулы (9.9) легко может быть най-

найдено угловое распределение электронов, упруго рассеянных
атомами водорода и гелия. В табл. 2 приведены значения 7F),
вычисленные при разных значениях v sin

-^
.

Полное упругое сечение <^0 при этом равно

Как это следует из фиг. 21, <^0 является монотонной функцией
Jc, где k —2/h

Сравнение с опытом. Угловое распределение электронов,
упруго рассеянных атомами гелия, было измерено многими иссле-
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Таблица 2

Интенсивность рассеяния электронов атомами гелия & водорода
1 (Энергия электронов V выражена в вольтах; для водорода

Z=l, .4=1; для гелия Z=l,69, .4=1.)

ha0 . 9

Z
S1D

2

0

0,03
0,05
0,10
0,20
0,30
0,40
0,50
0,60
0,70
0,80
0,90

\Tv .
e

~Z~Sin 2

0

0,11
0,18
0,37
0,74
1,11
1,48
1,85
2,21
2,58
2,95
3,32

Z47(9)
— ¦ 10^°) см*
A

27,9

27,9
27,7
27,1
24,8
21,6
18,0
14,5
11,4
8,78
6,73
5,14'

ka0 9

Z
Лп

2

1,00
1,20
1,40
1,60
1,80
2,00
2,50
3,00
3,50
4,00
4,50
5,00

V~V .
9

Z
Sm

2

3,69
4,43
5,17
5,91
6,64
7,38
9,23
11,1
12,9
14,8
16,6
18,5

A

3,93
2,33
1,43
0,904
0,593
0,402
0,172
0,084
0,046
0,027
0,017
0,011

о

дователями [9] для электронов с энергиями от 1,8 до 700 в.

На фиг,. 22 экспериментальные кривые для электронов с энер-
энергиями свыше 50 в сопо-

сопоставлены с теоретическими

кривыми, построенными с по-

помощью формулы (9.9). По-

Поскольку экспериментальные
данные не определяют абсо-

'

лютных значений интенсив-

интенсивности рассеяния, на фиг. 22
выбран такой масштаб, при

котором наблюденные и вы-

вычисленные значения совпа- ",;:; f
дают для электронов с энер-

*

гяей 700 в. При энергиях

электронов, превышающих
100 в; имеет место хорошее
согласие теории с опытом в

широком интервале углов
рассеяния. При очень ма-

малых и очень больших углах
рассеяния наблюдается, од-

однако, заметное расхождение

между теоретическими и экспериментальными данными

электронов, энергия которых меньше 500 в, цри

0 ю го

Фиг. 21. Упругие сечения для
- во-

водорода (.4=1, (х=1) и гелия (А= 4,
jx= 1,687).

V дано в вольтах.

Для
больших

значениях углов рассеяния интенсивность рассеяния становится

15 Н. Мотт и Г: Месси
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почти не зависящей от угла, вместо того чтобы убывать моно-

монотонно с возрастанием последнего. Это обстоятельство обусловлено
искажением падающей волны полем атома (см. § 5). При малых

с*

^j

С:
cl

E

о
i

a

HdlUHfj

\

@I
<s

1

I
о

I

CJ

CO

\V
\

\
60°

100 в ч

•

\ 100 в

\?^ •

\ 350в .

.

V 7OOe _I

SO" 120" ''ISO' 1

Угол расе

350 в

X

еяния

7006

уV

Hi/ль для
100 в

Нуль для

350в

о" 30° 60° 90° 30
Угол рассеяния

60' 30"

Фиг. 22. Экспериментальные (точки) и теоретические (кривые)
угловые распределения электронов, рассеянных атомами гелия.

углах рассеяния изменение интенсивности, наблюдаемое при^из-
мёнении угла, превышает теоретическое значение. Это обстоя-»

тельство, по всей вероятности, связано с поляризацией атома

падающим электроном; подробнее этот вопрос будет рассмотрен
нами в гл. X, § 1. Для электронов с энергиями ниже 100 в со-

согласие теории с опытом при всех значениях углов рассея-
рассеяния оказывается неудовлетворительным. Причины этого об-
обстоятельства будут рассмотрены нами в § 5, а также в гл. X,
§ 4, 6 и 7.
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Формула Борна (9.9) приближенно справедлива, таким обра-
образом, для электронов с энергией, превышающей 100 в, рассеянных

атомами гелия; она не является, однако, вполне точной для

электронов, энергия которых ниже 500 в.

§ 4. Вычисление /(8) и Qo для сложных атомов

Существуют два метода определения поля V (г) для атомов,
отличных от Н и Не: метод самосогласованного поля, разрабо-
разработанный Хартри [10], и статистический метод Томаса [И] и Ферми
[12], согласно которому атомные электроны трактуются как

вырожденный газ. Более точным является, нонечно, метод Хартри.
Применение этого метода к сложным атомам, таким, например,
как атом ртути, представляет, однако, большие трудности. Для
сложных атомов можно воспользоваться методом Томаса—Ферми;
в этом случае он дает более точные результаты, нежели для

легких атомов, так как является методом статистическим.

Определив значения потенциалов V (г) по методу Хартри, мы

можем затем путем численного интегрирования определить по

формуле (9-4) дифференциальные сечения для столкновений

электронов с различными атомами. Впервые метод самосогласо-

самосогласованного поля был применен для вычисления атомных фак-
факторов рассеяния F [13], характеризующих рассеяние рентгеновых
лучей кристаллами; соответствующие значения фактора F для

рассеяния, электронов могут быть найдены с помощью соотношения

полученного нами в гл. VII [уравнение G.8)]. В табл. 3 приведены
д

значения / (8) как функции ~\fV sin -я- (V <— энергия электрона

в вольтах, 8 — угол рассеяния), вычисленные этим способом для
различных атомов. Во всех случаях интенсивность рассеяния

монотонно убывает при увеличении угла рассеяния. При, данной
скорости столкновения изменение интенсивности при изменении

угла тем больше, чем меньше атомный номер рассматриваемого
элемента.

Применение метода Томаса—Ферми. Быстрые столкнове-

столкновения [14]. Пользуясь методом Томаса—Ферми, мы вводим

'

пере-
переменные (р и х, определяемые соотношениями

(9.12)
15*



Таблица 3

Значения 7F); Вычисленные по Методу Хартрв (для определения численных значений

сечений в абсолютных единицах данные должны быть умножены 5,66 • 10~80)

sin 4" • i'0~a
'

•л

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1 •

VV ¦ sin ±

1,22

2,45

3,67

4,90

6,12

7,35

8,57

9,80

11,02

12,25

•

13,47

Li-

6400

900

275

112

64

36

24

15

10

7

п

Be

12100

2760

655

225

108

61

37

23

17

12

8

в

22500

4220

1180

'

425

196

100

59

35

24

17

13

С

19600

5610

1780

655

295

148

88

53

35

25

18

N

14400

490С

1960

860

415

222

123

74

48

32

23

О

8100

4550

2080

1020

540

295

172

104

67

45

31

14400

4900

2560

1240

645

361

210

130

85

56

40

Ne

4900

3900

2180

1220

700

420

256

156

106

72

49

Na

18200

4900

2280

1290

772

470

289

188

126

85

59

Mg

22500

7200

2820

1890

830

515

327

220

149

100

70

Al

40000

10200

3400

1600

90б

558

361

237

164

114

83

Si

70000

13200

4150

1830

1000

610

400

275

188

130

94

P

67600

15600

5300

2220

1160

675

436

289

204

144

104

s

57600

17400

6130

2600

1340

770

480

324

222

160

116

57600

20300

7410

3130

1520

850

530

346

243

173

125

A

48400

18200

7100

3380

1660

930

580

380

268

193

142
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Функция ср удовлетворяет дифференциальному уравнению.

da;2 •

и граничным условиям

9@) = 0, 9(°°) = 0-

Отношение х/г определяет величину, обратную «радиусу
атома», и является монотонной функцией Z.

Функция <р была табулирована Ферми как функция от х;

с помощью ее табличных значений и соотношения (9.12) легко

может быть вычислен потенциал V(r). Подставляя V {г) в выра-
выражение для /F), получаем

со

0

где

Г
2VVZ1'!

'

Поскольку <р (х) от Z не зависит, произведение ()
должно зависеть только от j», т. е. только от Z~1ls v sin 6/2. Таким
образом, если мы знаем Z~*I»I F) как функцию Z~ll3v sin 6/2,
мы можем вычислить / F) для всех атомов. В общем случае эти

вычисления могут быть осуществлены только путем численного

интегрирования; в частном случае больших значений р, соответ-

соответствующем большим скоростям столкновений, можно, однако,

получить приближенное явное выражение для /(в). Оно имеет

следующий вид [14]:
Z2e* cosec* -=- I / cosec-s-\

где ^~v/e.
Отсюда следует, что в случае быстрых столкновений формула

Резерфорда должна давать хорошее согласие с опытными данными.

Второй член этого выражения, характеризующий влияние атомных

электронов, не имеет ничего общего с поправкой, часто вводимой
в формулу Резерфорда и заключающейся в подстановке Z^-{-Z
вместо Z2; следует отметить, что при выводе этого соотношения

неупругие столкновения во внимание не принимались. Подсчет

показывает, что при рассеянии электронов с энергией 70 кв ато-

атомами золота поправка г) к формуле Резерфорда составляет 25%
для угла рассеяния 20°.,

Для осуществления численного интегрирования необходимо

протабулировать I(fi)Z~2ls как функцию р (т. в. как функцию

1) Без учета релятивистских эффектов.
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Z '*v sm -к- ) ; впервые такие расчеты для некоторых значении (х

были выполнены Митчелом [15], они были затем распространены
Буллардом и Месси [14] на область значений (л от 0 до 15.

Результаты этих вычислений приведены в табл. 4.

Таблица 4

Интенсивность рассеяния, вычисленная по методу Томаса—Ферми
(Энергия электронов V выражена в вольтах.)

0
0,03
0,05
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7. .

0,8
0,9

Yv е

Z'/s 2

0
,

0,062
0,104
0,208
0,41
0,62
0,83
1,04
1,25
1,46
1,66
1,87

т
¦ Ю-" см*

z2/3
10 1S'CM-

2160

2120
'

2010
1460
678
344
-202
122
79
54

44,0
29,6

1.0
1,5
2,0
3,0
5,0
6,0
7,0
8,0
9,0
10,0
12,0
15,0

VV 9

zV> 2

2,08
3,12
4,16
6,25
10,4
12,5
14,6
16,7
18,7
20,8
25,0
31,2

т
. ю-13 «,

18,7
6,43
2,52
0,61
0,089
0,046
0,026
0,016
0,010
0,0064
0,0032
0,0013

Сопоставляя эти данные со значениями Z '3/F),полученными
по методу Хартри, мы видим, что для более тяжелых атомов оба

метода дают эквивалентные результаты; однако для более легких

атомов, в частности для атомов, обладающих аномальными раз-
размерами, таких, например, как атомы благородных газов и щелоч-

щелочных металлов, между ними наблюдаются расхождения. Статисти-
Статистический метод не принимает, конечно, во внимание индивидуаль-
индивидуальных различий между атомами и не может быть поэтому применен
к ним вполне удовлетворительным образом.

Значения полных сечений могут быть найдены путем повтор-
повторного численного интегрирования. Легко показать при этом, что

QZ~2/s зависит только от vZ-1!*. Ход этой функции изображен
на фиг. 23; существенно отметить, что эффективное сечение яв-

является монотонной функцией скорости.

§ 5. Применимость первого приближения Борна

Точная формула, определяющая дифференциальное сечение,

имеет вид [см. формулу B.17)]

i-2 п_!)/>„(cos8) (9.14)
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В гл. VII, § 2, было показано, что формула Борна может быть
записана в виде

п=0

где

(9.15)

(9.16)

Эти^'формулы давали бы тождественные результаты, если бы

множительж(е2^п_ 1) мог быть заменен множителем 2г?„. Ясно,

25Г

Фиг. 23. Полное упругое сечение, вычисленное по

методу Томаса—Ферми.
V дано в вольтах.

однако, что такая замена может быть осуществлена только

в случае малых значений С„; в гл. II, § 2, было показа-

показано, что при этих условиях Сп является хорошим приближением
к т)п. Условие применимости формулы Борна при любых значе-

Hnflxjyraa G имеет, таким образом, следующий вид:

в»

^\v(r) Г/ ±(kr)Vrdr4l 1 при всех п. (9.17)
J L п+2 J

Если это условие удовлетворяется для большинства значений п,

играющих существенную роль при вычислении суммы (9.14), то

мы можем ожидать, что при малых углах рассеяния приближе-
приближение Борна также останется справедливым. Этот вопрос уже был

рассмотрен нами в гл. VII, § 5, где было показано, что для

применимости приближения Борна должно выполняться нера-
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венство

где i? — кинетическая энергия падающих частиц.

Точные и приближенные значения фаз
Для гелия

(9.18)

Таблица 5

1,05
1,92
3,00
4,00
5,00

гия

элек-

тро-
тронов,
в

15
50
122
215
340

точное

значение

1,360
1,093
0,898
0,784
0,696

по

Ворну

0,565
0,734
0,731
0,687
0,638

41

точное
значение

0,052
0,186
0,272
0,301
0,308

формуле
Ворна

0,042
0,148
0,224
0,264
0,274

12

точное
значение

0,0065
0,0411
0,0946
0,1304
0,1524

по

Ворну

0,0054
0,0329
0,0769
0,1130
0,1378

Число

членов

1

4

6

8

10

Для водорода

fe«o

1,0 .

2,0
3,0
4,0
5,0

Энергия
электронов,

в

13,5
54
122
215
340

точное

значение

0,905
0,694
0,568
0,490
0,432

по формуле
Борна

0,596
0,602
0,534
0,472
0,422

Число
членов

1
3
5
6
8

В табл. 5 сопоставлены точные значения фаз ~цп для электро-
электронов с различными энергиями при рассеянии их в водороде и ге-

гелии1) с приближенными значениями Сп> вычисленными из (9.16)
с помощью формулы

где (?„ —шаровая функция второго рода. Эта формула дает,
в частности,

2*2те2

J) Расчеты были выполнены Макдугаллом [16] путем численного ин-

интегрирования соответствующих дифференциальных уравнений.
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В табл. 5 указано также число членов, которое необходимо
учесть при вычислении /F) по точной формуле (9.14)г).

Из данных табл. 5 следует, что рассматриваемое приближе-
приближение является достаточно точным для электронов с энергией боль-
больше 100 эв в случае рассеяния в гелии и для электронов с энер-
энергией больше 75 эв при рассеянии в водороде. Это заключение

находится в согласии с опытными данными, упомянутыми выше

в § 3.
В табл: 6 приведены некоторые значения ?0 для тяжелых

благородных газов, найденные путем численного интегрирования
выражения (9.16) с помощью метода Томаса —Ферми.

Таблица 6

Газ

Неон . . .

Аргон . . .

Криптон
Ксенон . .

Энергия, в

20
30
48
64

Со

4,5
5,6
8,8
11,5

п

2

4

5

6

Энергия, в

2000
3000
4800
6400

2,0
2,9
4,65
6,1

71

10
20
30
40

В табл. 6 указаны также приближенные значения необходи-
необходимого числа членов п в разложении (9.14). Из этих данных следует,

что формула Борна должна давать достаточно хорошее прибли-
приближение примерно при 1000 эв в случае неона и аргона и, возможно,
также и для криптона, тогда как случай ксенона является более
сомнительным.

При достаточно больших значениях энергии электронов фор-
формула Борна становится вполне точной —все фазы малы. По мере
уменьшения энергии численные значения фаз возрастают. В общем

случае при данной энергии электронов они уменьшаются с ростом и;

при этом первая фаза настолько велика, что уже не может быть

.вычислена достаточно точно с помощью формулы (9.16). При
этих условиях мы можем записать:

)|2. (9.20)

где 1Ь — интенсивность рассеяния, вычисленная по формуле Борна.
Отклонения от формулы Борна становятся наиболее заметными

при малых значениях /^F), т. е. при больших углах рассеяния.

Поскольку поправочный.член не должен зависеть от величины

М Для этих легких атомов критерий (9.18) не является достаточно

точнц?« для определения тех значений углов, при которых приближение
Борна применимо для любой энергии электронов.
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угла, следует ожидать, что интенсивность рассеяния будет отли-

отличаться от интенсивности, определенной в приближении Боряа,
прежде всего при больших значениях углов, оставаясь при этом

почти постоянной, вместо того чтобы монотонно убывать. Возвра-
Возвращаясь к фиг. 22, мы видим, что в случае гелия различие между

экспериментальными и теоретическими кривыми при больших

а

1
\ Ne 4/2 в

s. Z0 40 60 80 100 120

^
,__ Хе 800в

к • ...

^-—— Аг 780 в

"~--~___ .
Кг 82Ов

Хе 800в

20° 80° 100°
80° 100°

Угол рассеяния
40° ВО"

Угол рассеяния

Фиг. 24. Экспериментальные (точки и пунктирные кривые) и теоретические
{сплошные кривые) угловые распределения электронов, рассеянных атомами

благородных газов,

о—малый угол рассеяния; б—большой угол рассеяния.

углах рассеяния носит именно такой характер. По мере умень-
уменьшения энергии электронов от 700 до 100 эв расхождение между
опытными и теоретическими данными становится при этом все

более и более существенным.

Для достаточно тяжелых атомов при уменьшении энергии

электронов начинает сказываться отличие множителей (e2tTil —1),
(е2мJ_1) и т. д. от 2jX, 2jX2 и т д. В этом случае отклонения

от формулы Борна при больших углах рассеяния становятся

более сложной функцией величины угла. Фиг. 24 иллюстрирует

экспериментальные данные, полученные Арно [17] для рассеяния

электронов атомами тяжелых благородных газов. В случае неона

формула Борна дает, как мы видим, хорошие результаты для

всей исследованной области углов A5 — 120°), тогда как для

аргона, криптона и ксенона она оказывается применимой только

для углов, меньших 80°; при больших углах рассеяния для этих

тяжелых газов наблюдаются некоторые отклонения от теоретиче-
теоретических значений / F) (см. фиг. 24, б). Характер этих отклонений
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свидетельствует о том,' что если в случае аргона они связаны

только с членом нулевого порядка, то в случае криптона и ксенона

они обусловлены также и членами более высокого порядка.

По мере уменьшения энергии падающих электронов интервал
значений углов, для которого формула Борна оказывается спра-

справедливой, как и следовало ожидать, сужается. Так, например,
в случае неона для электронов с энергией 200 эв при углах рас-
рассеяния, превышающих 90°, она уже несправедлива. Согласие

теории с опытом является, таким образом, весьма удовлетво-
удовлетворительным.

§ 6. Многократное рассеяние

До сих пор речь шла об угловом распределении электронов,
испытавших только однократное рассеяние. Во многих случаях
наблюдаемое на опыте распределение является, однако, средним
распределением, возникающим в результате многократного рас-
рассеяния электронов. Таким образом, обычно оказывается значитель-
значительно более удобным наблюдать многократное, а не однократное
рассеяние на малые углы. Далее, влияние многократного рас-
рассеяния на кривизну треков электронов в камере Вильсона часто

может быть настолько существенным, что оно может полностью

замаскировать влияние приложенного внешнего магнитного поля.

Поэтому важно рассмотреть явление многократного рассеяния
несколько более подробно.

Простая трактовка этого явления, предложенная Вильям-

сом [18], очень ясно вскрыла его основные особенности. Рас-

Рассмотрим пучок электронов со скоростью о, падающий на фольгу
толщины t, содержащую в 1 см3 N атомов с атомным номером Z±.
Вероятность того, что электрон испытает при этом однократное
отклонение на угол, лежащий в интервале между 8 и 8-f-d8,
¦определится выражением вида

(9-21)
где

яри условии, что угол рассеяния мал, экранирующим влиянием

атомных электронов можно пренебречь, и

1см. формулу D.42)].
Введем теперь в рассмотрение такой угол 61( чтобы вероят-

вероятность отклонения на угол, превышающий вь равнялась единице.
В таком случае

0>«i, (9-22)
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где

Благодаря быстрому возрастанию вероятности рассеяния по мере

уменьшения угла большое число столкновений будет приводить
к отклонениям на углы, значительно меньшие, нежели 62. В связи

с этим результирующее отклонение приближенно будет подчи-

подчиняться закону распределения Гаусса, а именно:

Рг (a) da =4 ехр ( -\^) da, (9.24>

где а — среднее арифметическое, а а2—среднее значение квадра-

квадрата а. Величина а2 представляет собой сумму квадратов значений

отдельных отклонений; согласно (9.21) и (9.22), она равна

6 = 2x[ln6]e01. (9.25)

Для получения конечного результата следует учесть экрани-
экранирующее влияние атомных электронов. Последнее уменьшает рас-
рассеяние на углы, меньшие 6МИН., до незначительной величины.

Численное значение 0МИН, может быть при этом различным
в зависимости от того, справедливо ли приближение Борна или

же классическое приближение, т. е. в зависимости от того,,

выполняется ли неравенство

или же неравенство

Если а— эффективное расстояние от ядра, на котором экра-
экранирующее влияние атомных электронов становится существенным,
то, как это показано в гл. VII, § 5,

С!2» О-J^ С!
Для электронов формула (9.26) является обычно достаточно-

хорошим приближением; она дает

?=28гЧп?=^. (9.28>

Рассеяние остается многократным для углов, меньших 82, где



§ 6. МНОГОКРАТНОЕ РАССЕЯНИЕ 237

Для того чтобы приближение отвечало тому случаю,- когда

среднее отклонение почти полностью обусловлено многократным
рассеянием, должно быть

Это означает, что

^ "мнн.

или, согласно (9.26) и (9.22),

> 1. (9.29)

Согласно статистической модели атома по Томасу — Ферми, а—ве-

а—величина порядка 2-1/за0, так что условие (9.29) приобретает вид

'--=0,52- 1020,

где р = о/с.
Для того чтобы получить более определенное значение экрани-

экранирующего расстояния, отметим, что при применении метода

Томаса — Ферми I(B)-Z—2^ является функцией Z-1^ mvtsin-^/ti,
численные значения которой приведены в табл. 4. Для малых

углов б мы можем записать

н. определяется соотношением

Численное интегрирование дает:

так что (9.28) приобретает вид

!| . (9.33)

Если /F) вычислено по методу Хартри (табл. 3), то числен-

численное значение коэффициента несколько отличается от 2,10. Однако,
поскольку последнее фигурирует только под знаком лога-

логарифма, применение метода Томаса — Ферми обычно (за исклн>

чением случая наиболее легких атомов) не приводит к серьезным
ошибкам.

Вильяме вычислил бМня. тдкзке и для того случая, когда до-

доминирующую' роль играет классическое рассенние. Воспользовав-



238 ГЛ. IX. СТОЛКНОВЕНИЯ БЫСТРЫХ ЭЛЕКТРОНОВ С АТОМАМИ

шись снова методом Томаса — Ферми, он нашел, что при этом

с 3,f,Z4/se2 /Q o/v6мин- = ^>7- .

(9-34>

Важным приложением теории многократного рассеяния
является ее приложение к исследованию треков быстрых частиц

в камере Вильсона. В этом случае наблюдается не угол б, а его

проекция ср на плоскость, перпендикулярную к линии прицела.
С помощью метода, совершенно аналогичного описанному выше,
было найдено, что среднее значение квадрата проекции угла рас-

рассеяния о2 равно

Т4*№Я*! /9ыаксЛ
(935).

где

l,75Z1/3fe
_

0,0128 Z1/3

тща, ft

Здесь х — длина трека, а <рмакс.
— максимальное значение угла <р

(около 0,1 радиана). Это соответствует радиусу кривизны р3 тре-
трека, равному [19]

(I)""! («•»>

Более строгая теория многократного рассеяния была дана^

Гаудсмитом и Саундерсоном [20], показавших, что более простая,
изложенная выше теория справедлива с точностью до нескольких

процентов.

Пусть р F) dm есть вероятность того, что при столкновении

частица рассеивается внутри телесного угла da>, т. е.

Р {*) = '-$•
где Q— полное сечение. Представим р(Ь) в виде ряда

/>F)=5№ + l)/A(cos6). (9.37>
После двух столкновений вероятность нахождения частицы внутри
телесного угла dco с направлением (8, ср) определится выражением,
вида

р2 F) db = J J ^-}^ sin вх sin 6 ^ depi ^ rf«P, (9-38>
6 о

где

cos 62 = cos 6 cos 6X + sin 6 sin 6X cos (cpx — <p).
Воспользовавшись формулой

Pn (cos 62) = Pn (cos 6) Pn (cos 6^ +

+ S Sr^fр"(cos 6) p™(cos 6l) cos m (? -?l)>
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находим

/>2F)=2Bи-И)(/п№(со86). (9.39)
В общем случае после s столкновений имеем

Л (в) = 2 Bя+ !)(/„)• Л. («и 6). (9.40)
Если W (а) есть вероятность того, что частица испытает s столкно-

столкновений, то функция углового распределения при многократном

рассеянии дается выражением вида

Полагая, что имеет место распределение Пуассона

где v — вероятность отдельного столкновения, имеем

/>mF) = SB/*+l)exp[-v(l-/n)]Pn(cose). (9.42)
Для рассеяния полем Томаса —Ферми Гаудсмит и Саундерсон.

получили

exp[.-v(l-/n)] = |[()
(9.43)>

где 6МИн. определяется формулой (9.32).
Воспользовавшись формулами (9.42) и (9.43), можно показать-

с большой степенью точности, что распределение при многократ-
многократном рассеянии является гауссовым, причем

(9.44)

Этот результат интересно сопоставить с результатом, полученным
Вильямсом:

'мин.

Наиболее полное исследование многократного рассеяния быст-

быстрых электронов было осуществлено Кульчицким и Латышевым [21].

Последние использовали однородные пучки электронов с энер-
энергией 2,25 Мэв, рассеиваемые фольгой; ток после рассеяния реги-

регистрировался с помощью счетчиков. В табл. 7 сопоставлены получен-
полученные при этом опытные данные с результатами теории Вильямса
и Гаудсмита и Саундерсона. Из таблицы следует, что обе теории
приводят к почти одинаковым результатам. Во всех случаях,,
за исключением случая трех наиболее тяжелых элементов, согла--
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«ие теории с опытом является очень хорошим; в особенности это

относится к более строгой теории при условии, что угол 6t
определен не в классическом приближении, но в приближении
Ворна. Этого и следовало ожидать, поскольку во всех этих

«лучаях Ze2fhv> значительно меньше единицы *).
Таблица 7

Сопоставление экспериментальных и теоретических значений

полуширины кривой распределения щш многократном рассеянии
электронов с энергией 2,25 Мэв

Элемент

А1
Fe
Си
Мо

Та
Аи
РЬ

А/1)

60,2
41,4
46,8
36,6
35,1
34,2
28,7
29,4
26,1

Ze2/fe«

0,10
0,20
0,22
0,32
0,36
0,37
0,55
0,60
0,62

Полуширина гауссовой кривой распределения
(в градусах)

эксперимен-
экспериментальные

значения

9,50
9,60
10,40
10,25
10,20
10,65
9,85
9,9
9,7

По теории Вильямса

классическое

приближение

12,1
11,9
10,4

11,9

10,6

приближение
Борна

9,8
9,9
11,05
10,75
10,80
10,90
11,00
11,40
10,85

По теории
Гаудсмита и

Саундерсона;
приближение

Борна

9,4
9,6
10,5
10,35
10,30
10,65
10,95
11,35
10,85

Теория Вильямса применима в том случае, когда эта

величина много больше единицы [см, (9.29)],

Для наиболее тяжелых из исследованных элементов теоретиче-
теоретическое значение полуширины кривой распределения на 10 —15%
превышает ее экспериментальное значение. Точное согласие тео-

теории с опытом в этом случае и не должно, однако, иметь места,

поскольку для этих элементов формула (9.21) уже не дает доста-
достаточно хорошего приближения для учета релятивистских эффектов.

Эти общие заключения подтверждаются также работами
других исследователей. В более ранних работах [22], использовав-

использовавших для измерений камеру Вильсона, расхождение между теорети-
теоретическими и экспериментальными данными было несколько большим;
в наиболее современных исследованиях Олсона, Чао и Крейна [23],
также основанных на применении камеры Вильсона, это расхо-
расхождение уменьшилось, однако, примерно до той же величины, что
и в работе Кульчицкого и Латышева,

г) В отличие от случая многократного рассеяния о-частиц (см. гл. XII,
I 2), когда Ze2/hv > 1 и наилучшие результаты дает классическое прибли-
приближение.
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Глава X

УПРУГОЕ РАССЕЯНИЕ МЕДЛЕННЫХ
ЭЛЕКТРОНОВ АТОМАМИ

§ 1. Эффекты Рамзауера и Таунсенда
Как было показано в гл. IX, § 5, первое приближение Борна

неприменимо к рассмотрению столкновений медленных электронов
с атомами; опытные данные ясно указывают в этом случае на

необходимость построения более строгой теории.
В 1921 г., исследуя свободные пробеги очень медленных

(с энергией от 0,75 до 1,1 в) электронов в различных газах,

Рамзауер [1] нашел, что в аргоне длины свободных пробегов
таких электронов значительно больше, чем это следует из кинети-

кинетической теории газов. Распространение измерений на более широ-
широкий интервал скоростей [2] привело к обнаружению удивитель-
удивительного изменения величины эффективного сечения при изменении

скорости электронов. Было найдено, что эффективное сечение

(обратно пропорциональное длине свободного пробега) атомов арго-
аргона возрастает с уменьшением скорости электронов до тех пор, пока

энергия электронов не становится меньше 10 в. При дальнейшем
уменьшении энергии электронов эффективное сечение уменьшается,
достигая малых значений, полученных в предыдущих опытах.

Независимо от этих наблюдений, Таунсенд и Бэйли [3] исследо-
исследовали зависимость свободного пробега от скорости для электро-
электронов с энергиями между 0,2 и 0,8 в и показали, что максимум
длины свободного пробега лежит при этом около 0,39 в. Это
значение было также получено в более поздней работе Рамзауера
и Коллата [4]. ^

Вслед за опубликованием результатов этих классических

опытов было исследовано большое количество газов и паров для

широкого интервала скоростей электронов1). Результаты, получен-*
ные для некоторых одноатомных газов и паров, приведены на

фиг. 25, иллюстрирующей зависимость эффективного сечения от

скорости электронов. Для сравнения указаны также значения

газокинетического сечения.

Характерной чертой кривых зависимости эффективного сечения

от скорости является большое разнообразие их относительны^
размеров и формы, а также заметная аналогия поведения сходны^
атомов, например атомов тяжелых благородных газов, с одной

См., например, обзоры [5—8].
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стороны, и паров щелочных металлов—с другой. Вначале эти

явления не имели удовлетворительного объяснения, но с появле-

появлением квантовой механики тотчас же возникло предположение,
что все эти эффекты — диффракционного характера. Бором было

предложено общее объяснение наличия минимального значения

эффективного сечения, наблюдаемого в благородных газах

Ne гозокинет.
He сечения

Ле газонимегп
А г сечения

О г з 4 л б

Фиг. 25. [Наблюдаемые зависимости эффективных сечени.': от скорости

электрона.
V дано в вольтах.

вблизи 0,7 б. Поле атома благородного газа' убывает с расстоя-
расстоянием несравненно быстрее, чем поле какого-либо другого атома, и

можно ожидать, что во многих отношениях оно весьма сходно

со сферической потенциальной ямой, рассмотренной нами в гл. II,

§ 3. Было показано, что такая яма может быть достаточно глубо-
глубокой для того, чтобы в ней поместилась одна или несколько длин

волн, отвечающих моменту количества движения, равному нулю,
не влияя при этом заметным образом на волны, отвечающие

большим значениям момента количества движения. Наблюдатель,

находящийся на большом расстоянии от атома, не обнаружит
в таком случае никакого рассеяния.

Убедительное экспериментальное доказатель ство волновой при-
природы рассматриваемых явлений было получено в результате

измерения угловых распределений упруго рассеянных электронов.
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Впервые подобные измерения были произведены Буллардом
и Месси [9'] для электронов с энергиями между 4 и 40 в, рас-

рассеянных атомами аргона. В отличие от кривых, отвечающих

первому приближению Бор-
на, для которых харак-

характерно монотонное убыва-
убывание интенсивности при

увеличении угла рассея-
рассеяния, кривые, полученные

Буллардом и Месси, обла-
обладают максимумами и ми-

минимумами. На фиг. 26

приведена серия таких

кривых для аргона, полу-
полученных при увеличении

скорости электронов от 1,1
до 780 в; эти кривые по-

постепенно переходят в кри-

кривые, даваемые первым

приближением теории Бор-
на. Для быстрых элек-

электронов (с энергиями от 42

до 780 б) измерения были

произведены Арно [10],
для медленных (с энер-
энергией 1,1 и 2,8 б) — Рамза-

уером и Коллатом [11].
Аналогичные опыты были

осуществлены для многих
газов в широком интер^
вале энергий электронов;
найдено, что в большин-
большинстве случаев максимумы
и минимумы интенсив-т

775° ности рассеяния соответ^

ствуют некоторому опре?

О 150°50° 75 Ю0° 125

Угол рассеяния

деленному интервалу ско$

ростей [7, 8]. Для легкий
газов, например водорода
и гелия, этот интервал!
м л (до 15 в в гелии и 6

в водороде), тогда к;

в случае ртути заметные максимумы и минимумы интенсивное

наблюдаются вплоть до наиболее высоких значений скорости (800 в)
Отсюда следует, что волновая природа электрона играет суще?
ственную роль в более широкой области скоростей, чем это можвб

Фиг. 26. Наблюдаемые угловые распреде-
распределения электронов, упруго рассеянных

атомами аргона.

Цифры по оси ординат указывают нулевые уров-
уровни для соответствующих кривых.
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было бы предполагать на основании результатов измерений эф-
эффективных сечений.

Интересно сопоставить опытные данные об угловом распреде-
распределении рассеянных электронов с теоретическими соотношениями

60'

Угол рассеяния

120°

Фиг. 27. Конечное рассеяние на малые углы.

I—кривая для электронов с энергией бе, рассеянных
атомами неона; II—win электронов с энергией Те,

(Рассеянных молекулами азота.

(гл. VII, § 1), согласно которым функция 2w 7F) sin 6, определя-

определяющая число электронов, рассеянных атомом газа на единицу угла,

стремится к нулю при уменьшении б до нуля. На фиг. 27 приве-
приведены две экспериментальные кривые, характеризующие рассеяние
на единицу угла; опыт находится в этом случае в очевидном

согласии с теорией.

§ 2. Теория рассеяния медленных электронов.

Метод парциальных сечений

Для построения теории рассеяния медленных электронов ато-

атомами мы вернемся к рассмотрению общей теории, изложенной
в гл. VIII. Волновая функция ^'.характеризующая в этом случае

систему, состоящую из атома и падающего электрона, была пред-
представлена нами в виде

где 'Ь„(га) — волновая функция, характеризующая' п-е возбужден-
возбужденное состояние атома. Было показано, что функция Fn(г) удовле-
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творяет при этом уравнению

У (г, га)Ч-(га> т)Ъ*{та)<1ха,

где V (г, га) — энергия взаимодействия падающего и атомного

электронов, а 4„ — волновое число рассеянной электронной волны,

равное 2r.mvjh.
Если пренебречь электронным обменом, то упругое рассеяние

электронов полностью определяется функцией Fo, удовлетворяю-
удовлетворяющей уравнению

*^\(r, га)?(га)г)ф§(га)йха. A0.1)

Для того чтобы решить это уравнение, мы должны подставить в

его правую часть какое-либо приближенное значение функции \Г.

Так, например, в гл. IX при получении приближения Борна мы

пренебрегли всеми рассеянными волнами и заменили W функцией
вида Фо(га)е**2- В приближении, исследованию которого посвящена

данная глава, мы будем пренебрегать всеми волнами, за исключе-

исключением упруго рассеянной; в правой части уравнения A0.1) соот-

соответственно положим

V = d.0(ra)/?0(r).
Мы получим при этом

[?' + к*-^Ую{г)] Fo(t) = 0, A0.2)

где ,

Уравнение A0.2) характеризует движение падающего элек-

электрона в статическом поле атома, причем Foo — потенциал этого

поля. В этом приближении задача сводится, таким образом,
к вычислению интенсивности рассеяния, обусловленного стати-

статическим полем рассматриваемого атома. Метод вычислений, при-
применимый к этому случаю, описан в гл. II, § 1. В дальнейшем
мы будем отбрасывать индекс нуль у функций Fo и Voo, так как

вопроса о неупругом рассеянии мы в этой главе касаться не

будем.
Разложим функцию F в ряд

и подставим его в уравнение A0.2); функция Fs(r) будет в та-

таком случае удовлетворять уравнению

*(,*.)+ [*_§?*У (r)-,5-^] (rFs) = 0. A0.3)
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Решение уравнения A0.3), конечное в начале координат,
«имеет, как это было показано в гл. II, следующий асимптотиче-

асимптотический вид:

rF.^Assin(kr —^+ -

где 7)s
— фазовая постоянная. Амплитуда /F) рассеянной волны

равна

а дифференциальное сечение для упругого рассеяния внутри те-

телесного угла d(o дается выражением

Полное сечение Q определяется интегралом:

6

Мы имеем, таким образом,

где

Qs = 4Kfc-2Bs+l)sm2ra A0.5)
Мы будем называть Qs парциальным сечением порядка s. Первое
приближение Борна справедливо только при малых значениях *)s,

так что sin 7)s никогда не проходит через максимум, имеющий место

при t\s = -^-~- В этом приближении сечение как функция энергии

не должно, таким образом, иметь колебательного характера; дело
обстоит, однако, иначе, если ~ц$ может превышать ъ/2.

Классическое приближение для / (б) неприменимо при рассмо-

рассмотрении вопросов, относящихся к рассеянию электронов; в случае
не слишком малых значений фазы t]s хорошее приближение может

быть, однако, получено с помощью метода Джефриса, в частности

с помощью той его несколько видоизмененной формы, которая
была предложена Лангером (см. гл. VII, § 6).

В гл. II, § 2, было показано, что если
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то можно пренебречь всеми теми фазами f\n, для которых п > s.

Сходимость ряда будет, таким образом, наилучшей в случае
легких атомов и медленных электронов (см. гл. IX, § 5).

§ 3. Общие приложения метода парциальных сечений

1. Условие существования эффекта Рамзауера —Таунсенда.
Выше было указано, что эффективное сечение может обращаться
в нуль при значениях скорости, близких к минимальной, если

поле оказывается достаточно интенсивным для того, чтобы обу-
обусловить появление одной или нескольких дополнительных волн,

т. е. одного или более дополнительных корней волновой функции Fo.
Для того чтобы это было возможным, поле должно быть доста-
достаточно интенсивным, чтобы обусловить соответственно появление

одного или более дискретных энергетических уровней, отвеча-

отвечающих моменту количества движения, равному нулю.

По причинам, рассмотренным в гл. И, § 4, этот эффект не

может иметь места в случае поля сил отталкивания — для такого

поля фаза f\0 может равняться sk только в том случае, если

в этом поле исчезает s целых длин волн, существующих в от-

отсутствие поля. При малых значениях энергии это оказывается

невозможным, так как длина волны в этом случае много больше

размеров области, в которой сосредоточено поле. При больших
значениях энергии это может иметь место, но при этом изме-

изменяются также и фазы высшего порядка, в связи с чем полное

эффективное сечение не может стать аномально малым.

Количественные расчеты, приводимые в § 4, подтверждают
правильность такого объяснения эффекта Рамзауера —Таунсенда.

2. Объяснение других общих закономерностей. Дадим те-

теперь качественное объяснение следующих экспериментальных
фактов:

1. Величина эффективного сечения изменяется в широких

пределах, причем максимум эффективного сечения, наблюдаемый
у щелочных металлов, в 100 раз превышает максимум, наблю-

наблюдаемый в случае неона.

2. Кривые углового распределения рассеянных электронов
обладают резко выраженными максимумами и минимумами.

3. Кривые зависимости эффективного сечения от скорости
электронов для элементов, находящихся в различных столбцах

периодической системы, имеют различную форму.
Мы воспользуемся следующими свойствами вычисленных нами

фаз:
а) Для любого атомного поля фаза *)s монотонно убывает

с возрастанием s.
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б) T)s мало, если при условии

выполняется неравенство

Из условия «б» следует, что в случае медленных столкновений

ряды парциальных сечений сходятся очень быстро; основную
роль при этом играют те парциальные сечения Qa, для которых

7JS Яв ;г/2.
Максимальное значение, которым может обладать парциаль-

парциальное сечение порядка s, равно

Отсюда следует, что чем меньше скорость электрона и чем

больше значение s, при котором фаза г,в достигает значения тс/2,
тем больше будет эффективное сечение. Возвращаясь к условию «б»,
мы видим, что максимальные значения эффективного сечения

будут соответствовать атомам, поля которых обладают наиболь-

наибольшей пространственной протяженностью, например атомам щелоч-
щелочных металлов. Воспользовавшись эмпирическими правилами
Слейтера [12] для нахождения эффективного заряда ядра атомов

щелочных металлов и определив радиус атома, как такое рас-
расстояние от ядра, на котором плотность заряда г2 | ф |2 внешней

электронной оболочки имеет максимум, мы получим значения

радиусов г0 различных атомов, приведенные в табл. 8.

Таблица 8

Атом

Li

Ni

К

Zn

Не

Ne

Ar

Кг

Радиус г0 (в атом-

атомных единицах)

2,3
4,1
6,1
3,1
0,6
0,7
1,3
1,7

кго (к в

при 13 в

2,3
4,1
6,1
3,1
0,6
0,7
1,3
1,7

единицах 1/ац)

при 0,5 в

0,46
0,82
1,22
0,62
0,12
0,14
0,26
0,34

В табл. 8 приведены также значения кг0, соответствующие-
электронам с энергией 13 и 0,5 в. Воспользовавшись условием «б»,.
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мы приходим к заключению, что в случае калия нужно учесть
по крайней мере 7 членов разложения в ряд A0.1) и что эффек-
эффективное сечение может в этом случае превышать1) 50 иг*, тогда

как для неона достаточно учета только одного члена и эффек-
эффективное сечение не превышает 10 ^а„. При к = 0,2/а0 @,54в) в слу-
случае калия сечение становится равным 300 яа^, тогда как для

неона или гелия оно попрежнему не может значительно превы-
превышать lOrcajj. Объяснение наличия широкой области изменения

наблюдаемых значений эффективных сечений не представляет,
таким образом, никаких трудностей. Ясно также, что угловое

распределение, описываемое функцией A0.4), может обладать
несколькими максимумами и минимумами. Основную роль при
этом снова играют те члены разложения в ряд, для которых

7)s<%sm/2. Угловое распределение приближенно описывается, таким

образом, функцией вида

/ F) = const [PI (cos б)]2,

имеющей s минимумов. Последние особенно резко выражены при
малых скоростях столкновений, когда достаточно ввести в рас-

рассмотрение лишь небольшое число членов ряда A0.4), а весовой
множитель 2s+1 становится особенно существенным. В случае

аргона для электронов с энергией ЗОв угловое распределение
достаточно точно описывается функцией [P2(cos6)]2. Вычислен-
Вычисленные значения фаз при этой скорости равны

,885; ^ = 4,831; -»|2 = 1,983; т]3 = 0,374; тL = 0,159.

Следует отметить, что эти данные приводятся только в поряд-
порядке иллюстрации; в действительности же эффекты, соответствую-
соответствующие сумме парциальных сечений, могут быть весьма сложными,

особенно в случае тяжелых атомов. Диффракция волн от сфери-
сферических предметов представляет собой значительно более сложное

явление, нежели диффракция от решетки или какой-либо другой
симметричной системы.

Объяснение третьей отмеченной выше особенности опытных

данных оказывается, однако, не столь простым. Квазипериодическое
изменение парциальных сечений обусловлено периодическим харак-
характером функции sinv]s. При малых скоростях электронов для наи-

наиболее легких атомов существенную роль играет только фаза
нулевого порядка. Поле атома в этом случае ведет себя подобно

*¦) Полученное таким способом эффективное с'ечвние будет только при-
приближенно правильным, если поле достаточно велико, чтобы привести
к значительным изменениям фаз. В случае столкновений электронов боль-
больших скоростей в разложении следует брать большое число членов, но все

-эти члены будут малы, а следовательно, полное эффективное сечение

также будет мало.



§ 3. ОБЩИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ МЕТОДА ПАРЦИАЛЬНЫХ СЕЧЕНИИ 251

потенциальной яме, рассмотренной нами в гл. II, § 3. При данном

значении скорости для некоторых атомных полей фаза ~г\0 близка
к л/2, и соответствующее сечение будет проходить через максимум.
Для некоторых более тяжелых атомов фаза ч\0 достигает значения

Зя/2, что обусловливает такой же максимум сечения нулевого

порядка, и т. д. Для некоторых атомов с промежуточными свой-
свойствами существенное значение будет иметь фаза га ж т. д. Таким

способом можно было бы объяснить квазипериодичность изменения

эффективных сечений; необходимо, однако, доказать теоретически,

ft

0,5

з г 0 3

Фиг. 28. Квазипериодическое изменение парциальных сечений.

что эта периодичность следует законам периодической таблицы.

Впервые это было осуществлено Эллисом и Морзе [13] с помощью

упрощенной модели атома. Потенциал, описывающий поле атома,
был выбран ими в форме

A0.6)

В этом случае оказывается возможным аналитическое решение

уравнения A0.3). Для иллюстрации периодического хода из-

изменения эффективных сечений были введены в рассмотрение две
величины жир, где

Первая из этих величин определяется только характером атомного

поля, вторая является также функцией скорости падающего элек-

электрона. Эллис и Морзе показали, что эффективные сечения квази-

периодичны по отношению к р, причем период их изменения

равен единице. Это показано на фиг. 28, где парциальные сечения,
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соответствующие различным значениям х, даны как функции J31).
Воспользовавшись приближенными значениями атомных радиусов,
определенными по методу Слейтера (см. табл. 8), и тем значением

постоянной Z, при котором потенциал A0.6) хорошо согласуется
с данными Слейтера, мы находим, что период р приближенно ра-
равен единице для всей периодической системы. Это можно видеть из

табл. 9, в которой приведены значения р для некоторых элементов.

Атом

Li

Na

К

Не

1,36

2,54

3,51

0,77

Т

Атом

Ne

Аг

Кг

аблица 9

1,73
2,68

3,66

Наиболее легкие элементы ведут себя в этом отношении не-

несколько аномально; это подтверждается также опытными фактами
(см. фиг. 25).

§ 4."Количественные приложения метода

парциальных сечений

Количественные приложения изложенной выше теории впервые

были даны'Хольцмарком [14] для случая рассеяния электронов

в аргоне. Мы остановимся, однако, прежде всего на рассмотрении

результатов, полученных Эллисом и Морзе с помощью упомянутой
выше упрощенной модели атома.

Выбрав определенные значения параметров C и г0 с помощью

правила Слейтера, мы получаем обычно для этой модели хорошее
согласие с наблюдаемыми значениями эффективных сечений.
На фиг. 29 экспериментальные кривые сопоставлены с теорети-
теоретическими. Значения {3 и г0, использованные при построении послед-

последних, слегка отличны от значений, получаемых с помощью правила

Слейтера; различие это, однако, невелико. В табл. 10 параметры $
и /•„, при которых имеет место наилучшее совпадение с опытными

данными, сопоставлены со значениями этих параметров, вычислен-

вычисленными по методу Слейтера; как те, так и другие измерены в атомных

единицах.

Получаемое согласие является весьма удовлетворительным и не

оставляет никаких сомнений относительно правильности теоретиче-
теоретического объяснения эффектов Рамзауера — Таунсенда, даваемого

х) Сравни поведение Q,, как функции $ при х
— 0 с соответствующим

поведением Qo как функции к0 при А= 0 на фиг. 4, а
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квантовой механикой. Функции, использованные нами для описания

атомного поля, дают, однако, лишь грубое приближение, в особен-
особенности в случае очень медленных столкновений. В этом случае
поле атома может оказывать весьма существенное влияние также

го

ю

% Не
\ \

\ \

\ V

20

10

1

Ne
80

moo

500

1

/

Na
400

200

—

1

Zn

Фиг. 29. Сопоставление наблюдаемых (сплошные) и вычислен-

вычисленных (пунктирные) кривых сечений

Таблица 10

Атом

He

Ne

Ar

Na
Zn

по Слейтеру

0,77

1,73

2,68
2,54
3,77

из эффектив-
эффективных сечений

0,80
1,71
2,7
2,55
3,78

го

по Слейтеру

0,6
0,7
1,3
4,1
3,1

из эффектив-
эффективных сечений

0,55
0,75
1,4
4,25
3,14

и на расстояниях, превышающих радиус /•„.

странил эти вычисления^на случай поля

Морзе [15] распро-

распрои получил весьма сходные результаты. Оказалось, что при этом

существенную роль играют те же величины J3 и кг0.
Хольцмарк [14] получил очень хорошее согласие с опытными

значениями эффективных сечений для аргона, воспользовавшись

для вычисления потенциала V методом Хартри с учетом эмпири-
эмпирической поправки на поляризацию и определив фазы у\3 путем
численного интегрирования дифференциальных уравнений. Без
учета поляризационной поправки согласие с опытом не является

удовлетворительным.
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Более строгая проверка теории может быть осуществлена путем

сравнения вычисленных и наблюденных угловых распределений.
Последние являются значительно более чувствительными к не-

неточностям теории. На фиг. 30 экспериментальные кривые углового
распределения, полученные Буллардом и Месси и Рамзауером
и Коллатом для аргона, сопоставлены с кривыми, построенными

ч 1

\\1 \

\ \

\ \

\ ч

\ \
\ \
\ \
\

\
\
\

^ 6в

\/

12в

30 в

/
/

/

/

/

/ /
/ /

/ /
/ /

/нуль da

/
'

1

1

Нульдл

1 12в~
f

/

\

а

\\ .

0,6 в

\ / \
4 / \
\ / N

/V
ч.

/ ^ Нульдля

\
К
W
\
ч
^

Ofie/
i
i

i
i

i

1

1

1

i

i

i

0" 60" 120° 120" 180-0° 60°
Угол рассеяния

Фиг. 30. Сопоставление наблюдаемых (пунктирные кривые) и

вычисленных (сплошные кривые) угловых распределений элек-

электронов, рассеянных атомами аргона.

с помощью'теоретических значений фаз ~qs, определенных по методу
Хольпмарка. Для электронов с энергиями 30 и 12 в согласие теории
с опытом является очень хорошим. Интересно отметить, что при
меньших значениях энергии совпадение экспериментальных кривых
с кривыми, построенными на основе упрощенной модели Морзе
и Эллиса, рассмотренной в § 3, оказывается далеко не столь

удовлетворительным. При очень малых скоростях электронов
опытные данные Рамзауера и Коллата не согласуются с теорией
даже в том случае, когда потенциал атомного поля вычислен по

методу Хольцмарка.
Точные значения фаз были вычислены, кроме того, только

в пяти случаях, а именно: для криптона
— Хольцмарком [16]

с помощью метода Хартри при учете поляризационной поправки,
для гелия и водорода — Магдугаллом [17] на основе соотношений

(9.8), для хлора
— Хартри, Кронигом и Петерсеном [18] с помощью

метода Хартри и для кислорода
— Бейтсем и Месси [19] по методу



§ 4. КОЛИЧЕСТВЕН. ПРИЛОЖЕНИЯ МЕТОДА ПАРЦИАЛЬНЫХ СЕЧЕНИИ 25&

Хартри — Фока с учетом и без учета обменной и поляризационной
поправок (см. § 6 и 7). В случае криптона согласие с опытными

данными также является очень хорошим как в отношении наблюден-
наблюденных значений полных сечений, так и при сопоставлении с угловыми

распределениями, измеренными Арно [10] и Рамзауером и Колла-
том [20] [за исключением случая очень малых энергий (меньше Зв)].

60" 120°
Угол рассеяния

130

Фиг. 31. Наблюдаемые угловые распределения
медленных электронов, упруго рассеянных ато-

атомами гелия.
'

В случае гелия мы имеем первое определенное указание на

недостаточность изложенной выше теории. Для таких легких

атомов значения тг/2 достигает только фаза нулевого порядка,
и при скоростях электрона ниже 20в влияние членов более
высокого порядка очень мало. Соответствующее угловое распре-
распределение не зависит от величины угла; однако наблюдаемые [9, 20]
кривые распределения обладают минимумом, если скорость элек-

электрона меньше 15е; это показано на фиг. 31. Наличие такого

мивимума при очень малых скоростях электронов не может быть

объяснено с помощью метода парциальных сечений; для объяснения
этих закономерностей наша теория нуждается в дальнейшем
усовершенствовании (см. § 6). Аналогичные явления наблюдаются
и в случае молекулярного водорода. Возможно, что в последнем

случае существенную роль играет наличие химической связи;
вероятнее, однако, что причина аномалии здесь та же, что

и в случае гелия (обменный эффект).
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Для ряда других атомов значения фаз высшего порядка были

определены с помощью приближения Джефриса (см. гл. VII, § 6,

Таблица 11

Фазовые сдвиги ijn для электронов с энергией 54 в,

рассеянных атомами криптона

п

0

1 .

2
3
4
5

Точное
решение

9,696
7,452
4,469
1,238
0,445
0,143

Приближение
Джефриса

7,710
4,748
1,410
0,557
0,190

Приближение
Ланге

9,597
7,540
4,505
1,355
0,535
0,174

Приближение
Борна

0,779
0,414
0,144

п. 2), а значения фаз низшего порядка—на основе приближения
Борна (гл. VII, § 6, п. 1). Для иллюстрации степени точности,

которая при этом может

быть достигнута1), в табл.
11 приведены значения фа-
фазовых сдвигов, т. е. фаз т(п
для электронов с энер-
энергией 54в при рассеянии
их в криптоне, определен-
определенные путем точного числен-

численного решения дифферен-
дифференциального уравнения [16],
а также с помощью при-

q\ \ \*~ \-^~ | w / | ближенных методов [22].
В табл. 11 содержатся
также значения фазовых
сдвигов, вычисленные с

помощью приближения
60° 720° 180" ДжеФРиса с учетом изме-

Угол рассеяния
нений, внесенных в него

Фиг. 32. Сопоставление наблюдаемых (точ- с тч
'

ки) и вычисленных (сплошные кривые) приближение Борна, как

угловых распределений электронов, упру- мы видим, является доста-

го рассеянных атомами ртути. точно точным. При боль-
больших значениях ц лучшие

результаты дает приближение Джефриса, особенно при учете
поправки Лангера для фаз низшего порядка.

1 135 в

480 в
•

812 в

(\f(
и

Опытная оценка эффективности этих методов дана в работе Арво [21].
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Для паров ртути аналогичные вычисления были произведены

Хеннебергом [23], а также Месси и Мором [24] с помощью метода

Томаса —Фермп. На фиг. 32 вычисленные угловые распределения
сопоставлены с экспериментальными данными Арно. Аналогичные
вычисления были произведены также для калия [25, 26], цинка [26],
брома [27]; во всех случаях было получено удовлетворительное
согласие теории с опытом.

В случае упругого рассеяния медленных электронов тяжелыми

атомами метод Факсена и Хольцмарка дает хорошие результаты.
В случае легких атомов, таких, например, как атомы водорода
и гелия, необходимо воспользоваться более высокими приближе-
приближениями; этот вопрос рассматривается нами в следующем параграфе.
Учет более высоких приближений необходим также, невидимому,
и при исследовании угловых распределений, наблюдаемых при
значениях энергии, отвечающих минимальному эффективному
сечению, в случае тяжелых благородных газов.

§ 5. Обмен электронами при упругих столкновениях

В гл. VIII, § 4, была исследована возможность обмена элек-

электронами между атомом и сталкивающимся с ним пучком электро-
электронов. При этом было показано, что падающий электрон может

оказаться рассеянным или может обменяться местом с электроном
в атоме. Было показано также, что вероятности этих двух про-

процессов не аддитивны; в связи с необходимостью применения
антисимметрияных волновых функций следует складывать волновые

амплитуды, а не интенсивности.

Возможность обменной интерференции» впервые была указана
Оппенгеймером [28], который предположил, что именно этот

эффект обусловливает наличие минимума, наблюдаемого на кривых
зависимости эффективных сечений от скоростей электронов для
тяжелых благородных газов при очень малых значениях энергии
электронов. В свете теории, рассмотренной нами в § 3, эта точка

зрения представляется весьма мало правдоподобной. Для легких

атомов, например авюмов гелия и водорода, обменная интерферен-
интерференция должна, однако, играть существенную роль в случае медлен-
медленных столкновений.

§ 6. Обменный эффект при упругом рассеянии электронов
атомами водорода, и гелия

В дальнейшем мы будем пользоваться обозначениями, при-
принятыми в гл. VIII, § 4. Было показано, что упругое рассеяние

электронов атомами водорода и гелия может быть описано с по-

помощью двух волновых функций Fo (гх) и Go (г2), имеющих следующие
17 Н. Мотт и Г. Месси
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асимптотические формы:

Fo (г,) - е**! + rTlf0 (К Ъ) е*\
(Ю7)

Дифференциальные сечения для упругих столкновений следующие:
для водорода

7(e)rfa> = i{3|/o + goM/o-go|8}da>, (Ю.8а)
для гелия

A0.86)

Для простоты рассмотрим сперва упругое рассеяние электронов
атомами водорода. В гл. VIII было показано, что функции Fo )
и ?о(гг) удовлетворяют уравнениям

где \F (гг, г2) — волновая функция, характеризующая состояние

всей системы.

Для того чтобы иметь возможность проинтегрировать уравне-
уравнения A0.9), следует подставить в правую часть этих уравнений
какое-либо приближенное значение функции W. Было показано,
что W может быть представлено в форме

Можно записать это так:

где член Ф характеризует все рассеянные волны. Функция W,
как это было показано в гл. VIII, может быть также представлена
в виде

Разлагая Ф в ряд

убеждаемся в том, что Go я» G'o; другими словами, функция Ф

характеризует также и «обменную» волну. Таким образом, если
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мы предположим, что функция W в правой части уравнений A0.9)
имеет вид

xr = ^o(riI»o(r2) + Go(r2)<!.o(r1) + cp A0.10)

и пренебрежем членом ср, то получим достаточно хорошее при-
приближение, не учитывающее влияния всех волн, длины которых
отличны от длины падающей волны.

Подставляя функцию A0.10) в уравнения A.0.9), имеем

A0.11а)

ь A0.116)

где

Переходя в выражении для Go от переменной г2 к переменной гх
и складывая и вычитая уравнения A0.11а) и A0.116), получаем

2. A0.12)

Если мы разложим Fo (г) ± Go (г) в ряд

п

ТО

где

17*
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Это дает ряд интегро-дифференциальных уравнений для определе-

определения функций /„. Как и в случае задачи о центральных силах,

собственные решения имеют в этом случае асимптотическую фор-
форму

sin Qcr — Y^-r'
и формулы A0.17) и A0.18) гл. II, определяющие дифферен-
дифференциальное и полное эффективные сечения для рассеяния, остаются

в силе.

Обменный эффект обусловливает изменение фазы; интеграль-
интегральное уравнение, определяющее это изменение, может быть получе-
получено с помощью метода, рассмотренного нами в гл. VI, § 2. Пусть
Fn есть решение уравнения

0+!!] nir) = 0, , A0.16)

имеющее асимптотическую форму

Fn~sin(ftr--j»ir + rn). A0.17)

В таком случае
'

оо со

^ \ n(ri)8n{rlt rjtfir^d^dr,, A0.18)
о о

где функция /± ~ sin ( кг —
у
ия +¦ tj± j и представляет собой

точное собственное решение уравнения A0.14).
В том случае, когда как t\nt так и <зп малы, т. е. при больших

значениях энергии электронов, хорошее приближение может

быть получено, если положить

(^I/2^n+i {kr). A0.19)

Менее грубое приближение, справедливое тогда, когда обмен-

обменный эффект, измеряемый величиной "Цп — °п> мал, в то время как

непосредственное рассеяние, измеряемое величиной а„, не являет-

является малым, мы получим, положив

it = Fnt A0.20)

где Fn — точное решение уравнения A0.16). Если ни одно из

этих приближений не является пригодным, то необходимо решить
интегро-дифференциальное уравнение численно. В этом случае
можно также воспользоваться обобщением вариационного метода

Гультена (см. гл. VII, § 6). До обсуждения результатов, полу-
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ченных при исследовании обменного эффекта, необходимо обра-
обратить внимание на некоторые недостатки приведенного выше выво-

вывода уравнений A0.12).
Возвращаясь к гл. VIII, § 4, мы видим, что волновая функ-

функция должна удовлетворять соотношениям ортогональности

W - Fo (ri) Фо Ы1 Го Ы d4 = 0,

V-G0 (г,) ф0 (г,)] Ф* (i-O dx1 = 0. A0.21)

Приближенная форма функции A0.10), не содержащая члена <р,

не будет удовлетворять этим соотношениям. Члены, отличные

от нуля, при этом всегда связаны с членом нулевого порядка
в разложении в ряд функций Fo и Go. Для значений п, отличных
от нуля, уравнения A0.12) с этой точки зрения можно поэтому
считать удовлетворительными. При п = 0 не существует, однако,
вполне удовлетворительного способа ре'шения рассматриваемого
вопроса, в особенности для симметричного случая. Некоторые
результаты могут быть тем не менее получены для антисиммет-

антисимметричной функции. Полная волновая функция, описывающая стол-

столкновение и обладающая правильными свойствами симметрии,
имеет вид

2-V«[\F(rlf r2)-?(r2, гх)]- . A0.22)
Это выражение может быть записано в форме

ФоW [Fo (г2) - Go (г,)] - ф0Ы [^о (гх) -Go ('О.]- (Ю.23)

Если бы разность Fo (г) — Go (r) могла быть ортогонализирована
по отношению к функции ф0, то это означало бы приближенное
выполнение соотношений A0.21). Финберг [29] показал, что если

задано решение F0(r) — G0(r), то функция A0.22) останется

неизменной, если мы добавим к этому решению произведение

функции ф0 на некоторый постоянный множитель. В связи с этим

Финберг заменил разность F0(r) — G0(r) выражением вида

Fo(r)-Go(r) + ctyo(r), где

с = J [Fo (г) - Go (г)] 60 (г) dz = 4т: ^ /Г (г) ф0 (г) г dr. A0.24)

Это приводит к замене i/r± на (l/r^oo» гДе

mdz. A0.25)-
12/OO

Другой метод, применимый в любом случае, заключается

в получении ин^егро-дифференциальных уравнений тем же спосо-

способом, каким получается уравнение Фока [30]х) для самосогласо-

х) См. также C1]-
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ванного поля атома с учетом обменного эффекта. Эти уравнения,
строго говоря, справедливы только для замкнутых состояний;
однако если мы будем рассматривать состояние сталкивающегося

электрона, принадлежащее к непрерывному спектру, как предел

некоторого дискретного состояния, то они могут быть использо-

использованы также и при рассмотрении вопросов, связанных с рассеяни-
рассеянием. Следует напомнить, что хотя этот метод и учитывает некото-

некоторые условия ортогональности, последние не являются при этом

вполне точными. Так, например, в случае атома водорода метод
Фока дает уравнение для определения функций F±, где

2-]/з [V (rlf г2) ± W (г2, г,)] = 2-Vi [ф0 (rx) F± (г,) -ф0 (г,) F± (т,)].

При этом функция Фо ортогональна по отношению к F±, однако

волновая функция, характеризующая основное состояние атома

водорода, оказывается ортогональной по отношению к волновой

функции, описывающей не состояние атома, принадлежащее к не-

непрерывному спектру, но состояние отрицательного иона водорода.

Фиг. 33. Фазовые сдвиги^при рас-
рассеянии электронов в гелии, вычис-

вычисленные с учетом (кривые ij) и без

учета (кривые о) обменного эффекта.

20

Энергия (в эв)

Фиг. 34. Сопоставление наблю-

наблюдаемых и вычисленных значений

полных сечений для столкнове-

столкновений электронов с атомами гелия.

Сплошная кривая—теоретическая кри-
кривая с учетом обменного" эффекта, пун-
пунктирная—бее учета; кружками указа-
указаны экспериментальные данные Рам-

зауера и Коллата, крестиками—дан-
крестиками—данные Норманда.

Решение вопроса о том, какой из этих методов следует считать

наилучшим, может быть получено только в результате более

тщательного анализа вопроса об ортогональности.

Количественные приложения теории к вопросу об упругом
рассеянии. Первые попытки учета влияния обменных эффектов
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на упругое рассеяние были осуществлены Месси и Мором [32]
с помощью приближений A0.19) и A0.20) для случая рассеяния

электронов атомами водорода и гелия. При этом было найдено,
что обменный эффект должен приобретать существенную роль
для электронов, энергии которых
меньше 15 эв в случае гелия и

меньше 5 эв в случае водорода.
Было высказано предположение,
что отступления от результатов
теории Факсена—Хольцмарка, на-

наблюдающиеся при рассеянии мед-

медленных электронов атомами ге-

гелия (см. фиг. 31), обусловлены в

основном обменным эффектом. Это

заключение было подтверждено ра-
расчетами Эллиса и Морзе [33], полу-
получивших точные численные реше-
решения интегро

- дифференциальных
уравнений A0.12) при п = 0 и п = 1

в форме, пригодной для случая

рассеяния электронов атомами ге-

гелия; условия ортогональности были

учтены при этом по методу Фин-

берга. Влияние обменного эффекта
на фазовые сдвиги иллюстрируется

фиг. 33. Как мы видим, при ма-

малых значениях энергии электронов

(ниже 15 эв) фаза tji заметно воз-

возрастает. Фаза г\0 также увеличи-

увеличивается, достигая значений, превы-

превышающих 90°. В результате воз-

возрастает относительная роль рас-
рассеяния первого порядка, что при-
приводит к менее однородному угло-

угловому распределению, в согласии с

экспериментальными данными.

Экспериментальные и теоретиче-
теоретические значения эффективных сече-

сечений и интенсивностей рассеяния
сопоставлены на фиг. 34 и 35.
Учет обменного эффекта приводит, как мы видим, к заметному улуч-
улучшению согласия теории с опытом; при малых углах рассеяния согла-

согласие не является тем не менее достаточно удовлетворительным. Это
обстоятельство обусловлено, повидимому, влиянием поляризации.

Морзе и Эллис предложили также схематическую модель, при-
пригодную для рассмотрения случая более сложных атомов, с по-

90° 180"

Угол рассеяния

Фиг. 35. Сопоставление наблю-

наблюдаемых и теоретических угловых

распределений для рассеяния эле-

электронов атомами гелия.
Сплошные кривые—теоретические кри-
кривые с учетом обменного эффекта, пун-
пунктирные—без учета; кружками и кре-
крестиками указаны экспериментальные
данные Рамвауера и Коллата для элек-
электронов с энергией соответственно б
и 20в, треугольниками—данные Бул-
ларда н Мессн для электронов с энер-
энергией 50в.

Во всех случаях, эа исключе-
исключением случая электронов с энергией
50в, сопоставляются абсолютные зна-
значения интенсивности рассеяния. Для
случая электронов с энергией 50в мас-
масштаб выбран таким образом, чтобы
теоретические результаты (полученные
без учета обменного эффекта) согласо-

согласовывались с опытными при 80°.
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мощью которой они пришли к заключению, что чем тяжелее

атом, тем менее существенную роль должны играть обменные

эффекты. Подробные количественные расчеты имеются только

для случая рассеяния электронов атомами кислорода; они были

осуществлены Бейтсем и Месси [19] с помощью уравнения Фока.

Поскольку при этом был введен в рассмотрение также и некото-

некоторый эмпирический член, учитывающий влияние поляризации,

на основании полученных результатов нельзя сделать никаких

определенных заключений об относительной роли обменного

эффекта.

§ 7. Влияние поляризации

До сих пор мы пренебрегали рассмотрением влияния неупруго
рассеянных волн на упругое рассеяние. При малых углах рассея-
рассеяния учет этого влияния приводит к более быстрому возрастанию
интенсивности рассеяния по мере уменьшения угла рассеяния.
Точная теория вопроса должна носить очень сложный характер;
Месси и Мор [34] дали все же возможное объяснение эффектов
такого рода, наблюдаемых для электронов с энергиями 100 эв

и выше при рассеянии их атомами водорода и гелия.

Для простоты рассмотрим вопрос о рассеянии электронов ато-

атомами водорода. Возвращаясь к гл. VIII, § 1, мы видим, что

функция F0(rx), описывающая упругое рассеяние, удовлетворяет

уравнению

(V2-!_A2)/ro(ri) =^
где

Von=е2){у^-7;) Ф«* (г«) Ф" ^ d^- A0-27)

Было показано также, что в приближении Борна

*
о

Ч, A0.28)

„ 2кто Г 1 ,., . , , -7 1 тг / \ j
'¦** л = Гг~ \ ~\ Г еХР (г";п I Г1

— Г3 | "Т 1пЩ) ' гз) 'ПО (Гз) <*Тд.

A0.29)

Для того чтобы найти второе приближение для функции Fo, под-
подставим выражения A0.28) и A0.29) в правую часть уравнения
@.26).
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Это дает

-д*— ^j' ип\ч) \ ,

_г |
ехР {г'^п |Г1 — гз| + J'^no • гз} VnQ (г3) dt3-

A0.30)

При суммировании ряда, входящего в это уравнение, мы ограни-
ограничимся рассмотрением таких скоростей столкновений, для кото-

которых А„ «в к при всех значениях п, играющих существенную роль.
В таком случае

2 Fon (гх) F«o (гз) = \ V (г2, г3) V (г2, гх) | ф0 (r2) ]2 dx2( A0.31)
п

где

Это дает

(V2 + к2) Fo (ту) = *?p#im> ¦ n {F00 -f- o00}, A0.32)

где

Рз)]Х

X V (р2 + гх> гх) V (р2 + гъ рз + гх) | ф0 (р2 + гх) |2 pF1 dp2 dp3. A0.33).

При таком определении уОо начало координат было перенесено
в точку 1, а векторы, характеризующие положения точек 2 и 3

по отношению к этому началу координат, обозначены через-

р2 и р3.
Из уравнения A0.32) следует, что у00 представляет собой

дополнительный рассеивающий потенциал, который должен быть

добавлен к статическому потенциалу атома. Он учитывает при
этом не только влияние неупруго рассеянных волн, но также

и поправку второго порядка к решению уравнения

8-^V00F0. A0.34)

Истинный поляризационный потенциал vp мы получим, вычтя эту

поправку, которую мы обозначим через м00, из потенциала w00.

Легко показать, что

fa)]dpa. A0.35)
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Ясно, что ир = «00
— м00 является очень сложной функцией гх

и к. Месси и Мор [34] вычислили члены нулевого и первого

порядков в разложении ир в ряд по гармоническим функциям
и обнаружили хорошую сходимость рядов. При этом было най-

найдено, что при больших значениях г

A0-36)

Второй член этого выражения характеризует динамическую поля-

поляризацию, тогда как первый чисто мнимый член соответствует

потенциалу поглощения. Можно, вероятно, считать, что он обу-
обусловлен потерей электронов падающим пучком в результате

неупругого рассеяния. Во всяком случае, этот член оказывает

очень заметное влияние на рассеяние на малые углы, поскольку
он медленно убывает с расстоянием. Благодаря наличию этого

,
члена при очень малых значениях углов рассеяния дифферен-
дифференциальное сечение стремится к бесконечности по логарифмическому
закону.

На фиг. 36 угловые распределения, полученные эксперимен-
экспериментально для электронов с энергиями от 75 до 350 эв, рассеян-
рассеянных атомами гелия, сопоставлены с теоретическими угловыми
распределениями, найденными с помощью формулы

F) =^-1 J в» <»•-¦!> •»(Foo+ ор) dx |*. A0.37)

Для удобства сравнения кривые нанесены таким образом, чтобы

ординаты экспериментальной и теоретической кривых совпали для

электронов с энергией 350 эв при угле рассеяния, равном 60°.
Как мы видим, согласие теории с опытом является весьма хоро-
хорошим, причем для малых значений углов оно значительно лучше
в том случае, когда принят во внимание потенциал vp. Справед-
Справедливость теории подтвердилась вплоть до еще меньших значений

углов рассеяния (до 2°). Так, Уайдингтон [35] нашел, что в слу-
случае рассеяния электронов с энергией 200в атомами гелия при
изменении угла рассеяния от 5 до 2° интенсивность рассеяния
возрастает вдвое. Согласно первому приближению Борна, интен-

интенсивность рассеяния не должна меняться заметным образом в этом

интервале углов; влияние потенциала vp должно, однако, вызвать

увеличение интенсивности примерно наблюдаемого порядка
величины.

Аналогичное согласие теории с опытом имеет место также

и в случае водорода, если предположить, что молекула водорода
ведет себя подобно двум атомам водорода. Отношение амплитуды
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поляризации к амплитуде, определяемой в первом приближении
Борна, является функцией Z/k, где Z— эффективный заряд ядра.
В связи с этим в случае гелия влияние поляризации должно
становиться существенным при более высоких значениях энергии,
чем в случае водорода.

го 40° 60" 80"
Угол рассеяния

100° 120°

Фиг. 36. Сопоставление наблюдаемых и тео-

теоретических угловых распределений при рас-
рассеянии электронов атомами гелия.

Пунктирная кривая вычислена в приближении Борна
сплошная—при учете поляризации и искажения;
точками уназаиы экспериментальные данные Хюй-

.гееа, Мак-Миллана и Вебба.

К сожалению, пока не удалось распространить теорию на

область малых энергий электронов; весьма возможно, однако, что

при малых углах рассеяния поляризационный эффект играет суще-
существенную роль вплоть до очень малых значений энергии.
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Глава XI

НЕУПРУГИЕ СТОЛКНОВЕНИЯ ЭЛЕКТРОНОВ С АТОМАМИ

В этой главе мы ограничимся рассмотрением быстрых элек-

электронов (е > e2/h). Для быстрых электронов применимо первое
приближение теории Борна, дающее возможность вычислить

тормозную способность любого вещества, вероятность ионизации

внутренних уровней атома и т. д. с достаточной степенью точ-

точности, чтобы можно было сравнивать получаемые при этом ре-

результаты с экспериментальными данными. Мы исследуем прежде
всего неупругие столкновения электронов с атомами водорода
и гелия и обобщим затем результаты, полученные для этих про-
простых случаев, на более сложные атомы.

§ 1. Общие формулы

Рассмотрим столкновение электрона с атомом, в результате

которого атом переходит из m-го состояния в п-е. Если Ет
и Еп— значения энергии, отвечающие этим атомным состояниям,

а у и vmn -V- начальная и конечная скорости сталкивающегося

электрона, то

i- т (и2 -»2mn) = Еп-Ея. A1-1)

В гл. VIII было показано, что в пределах применимости
первого приближения теории Борна дифференциальное сечение,

соответствующее столкновению, определяется выражением

(») Ао = ^S/Г^ | ]] V (г, R) exp [i (ктп пг - кщ) • R] х

o), A1.2)

где &Апо/2те и kmnhnj2^ — начальное и конечное значения им-

импульса сталкивающегося электрона, а <]>т и Ф„ — волновые функ-
функции, характеризующие начальное и конечное состояния атома.

Под энергией взаимодействия V подразумевается кулонова энер-
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гия взаимодействия между падающим электроном и атомным

электроном1), равная еа/1 г — R|.
Заметим, что вероятность перехода из одного состояния в дру-

другое, принадлежащее к иной системе термов (например, вероят-
вероятность сингулетно-триплетного перехода в случае гелия), в этом

приближении равна нулю, так как возмущающий потенциал V

симметричен по отношению к координатам атомных электронов,
в то время как волновые функции ф„, фт обладают иными свой-

свойствами симметрии. Интеграл A1.2) равен поэтому нулю. Этот

результат находится в согласии с экспериментальными данными,
относящимися к быстрым столкновениям; он не оправдывается,
однако, в случае медленных столкновений. Как будет показано

в § 5, это связано с тем обстоятельством, что излагаемая теория
не учитывает электронного обмена.

Если сталкивающийся электрон ионизует атом, то п-е состоя-

состояние будет принадлежать непрерывному спектру. Уровень непре-
непрерывного спектра мы будем характеризовать величиной х, связан-

связанной с энергией этого уровня соотношением

Вопрос о нормировке волновых функций для непрерывного спек-

спектра рассматривается в гл. XIV, § 2. Эти функции нормируются
таким образом, чтобы дифференциальное сечение A1.2), будучи
умноженным на dx, соответствовало такому интервалу значений

энергии, для которых х лежит в интервале между х и x-|-dx;
таким образом,

$<МгI>х<(г)<*г = 3 (*-*')• A1.4
о

Дифференциальное сечение, соответствующее возбуждению
группы непрерывных энергетических уровней, лежащих в интер-

интервале между х и x-|-dx, определится при этом выражением

/тх F) dx = ^-*р | J J F ехр {»(ктг щ - кп0) ¦ R} X

X tfymdrdR 'dx. A1.5)

Введение импульсов в качестве переменных. Во многих слу-
случаях оказывается удобным перейти от угловых переменных
к импульсам. Вектор

г) Кулоново взаимодействие между падающим Электроном и атомным

ядром здесь роли не играет ввиду ортогональности атомных волновых

функций.
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характеризует изменение импульса падающего электрона. Если
мы выберем этот вектор за ось полярных координат, тох)

ехр {г(*т„П1-*п0) • К}=е***, A1.6)
где

K = \kmnn1-kn0\ = (k*nn + k*~2kkmncosbyi*. A1.7)

Скаляр К представляет собой численное значение изменения

импульса при рассеянии электрона на угол 6. Учитывая, что

К dK = кктп sin в d6

для эффективного сечения, соответствующего изменению импульса
в интервале от К до K-\-dK, получаем выражение

\ A1.8)

Это выражение приобретет более простой вид, если мы выпол-

выполним интегрирование по координатам сталкивающегося электрона.

Пусть атомные электроны характеризуются индексами 1, 2, ..., Z.

В таком случае

s=l

Воспользовавшись формулой [1]

имеем

s=Z

g eiKx*. A1.9)

Подставляя (И.9) в A1.8), окончательно получаем

1тп (К) dK — 128^2е* ^ 1 г,ап {К) |2, A1.10)

где

3mn(^) = 2 \eiKxs$™tytdr. A1.11)

Эффективное сечение, соответствующее переходу тп, мы найдем,
проинтегрировав дифференциальное сечение A1.10) в пределах

1) См. гл. VII, § 1. Мы пишем здесь X вместо Z, так как Z обозна-

обозначает у нас эффективный заряд ядра.
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возможных изменений импульса:

кмакс.

<?т„№= 2 ImnWdK. A1.12)
кмин.

В следующих параграфах мы исследуем эти пределы для част-

частного случая быстрых электронов. Легко показать, что

^¦макс. — *
~Г "-mm

Лмин. =
*

Кщп

и что, в силу соотношения A1.1),
ы ,2 8
К — Ктп -)

В случае быстрых столкновений имеем

h - ь 4«»т(Дп-Дт)

и, следовательно,

§ 2. Вычисление дифференциальных сечений для водорода
и гелия. Угловое распределение неупруго

рассеянных электронов

1. Возбуждение дискретных уровней. Для вычисления диффе-
дифференциального сечения Imn (K}dK необходимо знать волновые функ-
функции, характеризующие состояния т и п. Мы будем предпола-
предполагать в дальнейшем, что исходный уровень соответствует нор-
нормальному состоянию, и будем приписывать ему индекс 0. Вол-
Волновые функции нормального состояния (см. IX, § 3) суть:
для водорода

tyo = (nal)-V*e+ri<'a<>, .A1.14а)
для гелия

40 = Z3 (таг;;)-1 e~z ^i+n)la0; A1.146)

причем в последнем случае Z=l,69.

Для возбужденных состояний водородоподобных атомов вол-

волновые функции имеют следующий вид:
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где Z — заряд ядра. В случае гелия оказывается необходимым
пользоваться какими-либо приближенными значениями функции
tl)nim. Экарт [2] показал, что хорошим приближением к волновой

функции возбужденного состояния атома гелия (отличного
от ^-состояния) является симметричная комбинация произведений

двух волновых функций, одна из которых описывает нормальное
состояние электрона в поле ядра с зарядом, равным двум, а дру-

другая—возбужденное состояние электрона в поле ядра с зарядом,
равным единице1). Если волновая функция электрона в состоя-

состоянии nlm в поле заряда Ze имеет вид

то в качестве достаточно хорошего приближения для волновой

функции возбужденного сингулетного состояния атома гелия

мы можем воспользоваться выражением

где индексы 1 и 2 относятся к двум электронам.
Подставляя волновые функции A1.16), A1.15) и A1.14)

в выражение A1.10), определяющее дифференциальное сечение,

получаем

где для водорода

<х=1, Z = Z' = 1,
для гелия •

а = 2Ч*, Z=l,69, Z' = l.

Этот интеграл может быть вычислен [4] при всех значениях nlm;
мы получаем при этом

епШ (К) = 22<+3«<+i Bl+iyhZ4* (I + 1)! X

X [<n-/_ 1)!]* 1(„ + /)!]-"-.(W
[(nZ-iJ + ^7+l~l\ Xv yj v J> v 0/
[(ZlJ 4?2] /2(n+1+3>

X {(nZ + 1) [nZ- IJ +'4C2] ClnL2i-i(x) - 2nZ [{nZ- IJ + 4:»]1/* X

x) Для ^-состояний волновая функция имеет более сложный вид [3]

н. Мотт и Г. Месси
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где

;2]}-1^, A1.18)

Величины Св определяются, как коэффициенты разложения

С = -^

При s= 0, I, 2, 3 эти коэф-
коэффициенты равны соответст-
соответственно

A1.19)

При исследовании этих со-

соотношений мы ограничимся

рассмотрением второго и тре-
третьего квантовых уровней. На

фиг. 37 приведено угловое
распределение электронов с

начальной энергией 200 эв,

рассеянных в результате воз-

возбуждения различных кванто-

квантовых уровней атомов гелия.

Для сравнения приведена
также кривая распределения,
соответствующая случаю уп-
упругого рассеяния. Из фиг. 37

ясно, что: а) вероятность воз-

возбуждения разрешенных оп-

оптических уровней значитель-

значительно больше, чем вероятность
возбуждения запрещенных
оптических уровней; б) веро-
вероятность возбуждения очень

быстро убывает по мере уве-
увеличения угла рассеяния; при малых углах рассеяния возбуж-
возбуждение уровня 2xjP более вероятно, нежели упругое соударение;

10" го" 30"
Угол рассеяния

40"

Фиг 37. Угловое распределение элек-

электронов с исходной энергией 200 эв, рас-
рассеянных атомами гелия после возбуж-
возбуждения различных уровней. Значения Кг
приведены для перехода Z*P в атомных

единицах.
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однако в случае больших углов рассеяния имеет место обрат-
обратное; с) неупругим рассеянием можно пренебречь, если

Ка0 > Z.

Это следует из формул A1.17), A1.18) и A1.19), свидетельствую-
свидетельствующих о том, что при Ка0 > Z вероятность возбуждения S-, Р-

и /)-состояний убывает соответственно, как K~i2, K~ii, K~i6.
Принимая во внимание, что Ze2/2a0 представляет собой иониза-

ионизационный потенциал атома, мы можем сказать, что дифферен-
дифференциальным сечением для неупругих столкновений можно пренебречь
при условии

Эффективное сечение 2^/F) в единицах -к с

Возбу-
Возбуждаемое
состо-
состояние

11S

2XiS

2lP

31р

34)

4>f

Энергия
возбужда-

возбуждающих эле-

электронов, в

100
200
400
100
200
400
100
200
400
100
200
400
100
200
400 .

100
200
400

рассеяния
il при различных углах

Углы рассеяния

0°

0,99
0,99
0,99
0,126
0,155
0,166
7,8
17,7
39

1,84
4,5
9,7
0,0109
0,0132
0,0142
0,68
1,71
3,7

5°

0,98
0,97
0,95
0,120
0,126
0,120
4,4
4,5
2,6
1,20
1,33
0,81
0,0098
0,010
0,0094
0,46
0,52
0,33

10°

0,92
0,88
0,77
0,086
0,086
0,057
1,78
0,99
0,33
0,45
0,24
0,084
0,0070
0,0052
0,0023
0,215
0,131
0,048

20°

0,79
0,65
0,45
0,049
0,024
0,0051
0,32
0,068
0,009
0,103
0,027
0,0035
0,0028
0,086
0,011
0,043
0,011
0,0015

Зв°

0,61
0,41
0,22
0,020
0,0039
0,086
0,056
0,0088
0,0003
0,021
0,0025
0,014
0,07
0,08
0,03
0,0092
0,0012
0,06

40°

0,45
0,25
0,10
0,0063
0,068
0,03
©,013
в,07
0,02
0,0043
0,028
0,08
е.014
0,07
0,01
0,0020
0,013
0,04

где Vi—ионизационный потенциал рассматриваемого атома. Этот

результат может быть обобщен на случай любого атома.

В табл. 12 приведены значения 2тг/оп F) при различных ско-

скоростях столкновений и различных углах рассеяния для случая

неупругих соударений электронов с атомами гелия. Формулы,
полученные с помощью первого приближения теории Борна,
нельзя считать очень точными даже для электронов с энер-
энергией 200 в; сравнение этих формул с опытными данными^ указывает,
однако, на общее хорошее согласие теории с опытом 1).

*) Детальный разбор этого вопроса см. [5].
18*
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Угловое распределение электронов, рассеянных атомами гелия,
было исследовано Даймондом и Ватсоном [6] для электронов
с энергией 200 в, Мак-Милланом [7] для электронов с энер-
энергией 100 в и Мором и Николлем [8] для электронов с энергиями 54,
83, 120 и 196 в. Как это можно видеть из фиг. 38, наблюденные

го" по" о" го"
Угол рассеяния

40° 60°

¦Фиг. 38 Экспериментальные точки и теоретические кривые
(вычисленные по формуле Борна) углового распределения элек-

электронов, нвупруго рассеянных атомами гелия.

ими угловые распределения электронов при возбуждении уровня 2Р

хорошо согласуются с теоретическими результатами. В случае
более медленных электронов (энергия которых меньше 80 в) при
больших углах рассеяния, как этого и следовало ожидать (см. § 5),
согласие теории с опытом не является удовлетворительным. Срав-
Сравнение теоретических1) и экспериментальных [12 — 14] данных

для электронов, неупруго рассеянных атомами водорода, приводит

к аналогичным результатам (теоретические расчеты при этом

относятся к атомному водороду, а опытные данные —к молеку-t
лярному водороду; при рассматриваемых скоростях столкновений
это обстоятельство не играет, однако, существенной роли).

*) Подробные вычисления для рассеяния электронов атомным водоро-

водородом см. [9—11]. .
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Измеренные относительные значения вероятностей неупругого
и упругого рассеяний также очень хорошо согласуются с тео-

теорией. До сих пор не удавалось наблюдать случаев возбуждения
электронами оптически запрещенных переходов в гелии или

водороде; это свидетельствует о том, что интенсивность таких

.40

'¦30

е Линия пол

спорости

при 16,9см

чай
•*—

{

i

f

J

-A

В

Pк V
Ионизация

20

Ю

17,3 17,4 /7,5 17,6 /7,7 /7,8

Энергия (произвольные единицы)

Фиг. 39. Анализ скоростей неотклоненных электро-
электронов с исходной энергией 120 в, рассеянных атомами

гелия.

A-21.24±0,03«(liSo-2iPi-21,12e); B-23,17±0,<He(liS0-
-3iP!-22,98e); C-23,84±0,10e(liSo-4iPi-23,63«).

переходов мала. Особенно ясно это следует из опытов Уидинг-
тона и Робертса [15], а также Ван-Атта [16], исследовавшего
только электроны, не испытавшие отклонений при столкновениях.
На фиг. 39 приведена экспериментальная кривая распределение
по скоростям для электронов с первоначальной энергией 200 в,
не испытавших отклонений при прохождении через гелий. На этой

кривой ясно можно различить точки, отвечающие электронам,
возбудившим 2гР-, ЪгР- и 41Р-уровни; при этом нет, однако,

никаких указаний на наличие электронов, испытавших неупругое
рассеяние какого-либо другого рода (помимо электронов, прини-
принимавших участие в ионизующих столкновениях). Эксперименталь,-
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ные данные об относительной интенсивности возбуждения раз-
различных Р-уровней также находятся в хорошем согласии с теорией.
Данные Ван-Атта относятся лить к электронам, рассеянным под

углами от 0 до 1°40'; изменения интенсивности, наблюдаемые
при изменении скорости электронов, возбуждающих уровень 2гР,
находятся при этом в согласии с результатами, приведенными
в табл. 12; при увеличении скорости имеет место постепенное

возрастание интенсивности.

Теория согласуется, таким образом, с опытом именно тогда,

корда этого следует ожидать. К анализу экспериментальных дан-
данных мы вернемся в дальнейшем в § 3 в связи с вычислением

полных сечений. Перейдем теперь к вычислению дифференциаль-
дифференциальных сечений, соответствующих возбуждению уровней непрерыв-
непрерывного спектра (т. е. ионизации атома).

2. Возбуждение непрерывного спектра. Ионизация. При
экспериментальном изучении ионизующих столкновений невоз-

невозможно отличить друг от друга электроны, испытавшие рассеяние,

и электроны, испускаемые атомами. Если исследуются электроны,
обладающие после столкновения определенной энергией Е', то

мы имеем при этом дело не только с электронами, потерявшими

при столкновении энергию Е
— Е', но также и с электронами,

вылетевшими из атомов с энергией Е' (Е — энергия падающего элек-

электрона). При анализе опытных данных в общем случае необходимо
учитывать интерференцию соответствующих двух групп электрон-
электронных волн (см. гл. VIII, § 4); при некоторых определенных усло-
условиях эта интерференция может, однако, оказаться малой и мы

можем воспользоваться приближенной теорией, которая ее не

учитывает. При вычислении вероятности ионизации атома элек-

электронами с данной скоростью учет интерференционных эффектов
не должен повлиять на результаты вычислений; при построении

теории мы можем поэтому не принимать этих эффектов во внима-

внимание. В дальнейшем при рассмотрении углового распределения

электронов и распределения их по скоростям мы выясним, при
каких условиях можно пренебречь интерференцией.

При движении электрона в направлении, определяемом поляр-
полярными углами (х, <]>) в поле" заряда Ze, волновая функция, соот-

соответствующая х-му состоянию непрерывного спектра, имеет

вид [17] 1)

*) Нормировка функции ф* такова, что она представляет одновременно
и плоскую и сферическую волны.
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где

cos в = cos б cos у 4- sin б sin у cos (<р — ф)
и

A1.20)/1 .

ха0

В случае водорода мы должны положить здесь Z = 1; получить
волновую функцию в случае гелия, однако, не так просто.
В качестве грубого приближения можно воспользоваться волно-

волновой функцией, характеризующей возбужденное состояние элек-

электрона в атоме водорода, положив заряд ядра равным 1,69 (эффек-
(эффективный заряд ядра в нормальном состоянии). Эта функция
обладает тем преимуществом, что она ортогональна по отношению

к волновой функции нормального состояния: для больших ско-

скоростей столкновений, при которых оказывается справедливым
первое приближение теории Борна, ошибка будет при этом,
во всяком случае, невелика.

Подставив эти значения волновых функций в формулу A1.10),
мы получим дифференциальное сечение, соответствующее элек-

электрону, вылетающему из атома с энергией Ех внутри телесного

угла do в направлении (~/, Ф) относительно направления движе-
движения возбуждающего электрона, причем последний рассеивается
в направлении F, <р) внутри телесного угла dm [3]:

2Vx*,exp{-Bn/x)aretg[2|«/(|i»+ *¦-
Ix da dw fifx = ¦ ——

¦xalkK2 (i — e~2KiL/x) (ц2 + Kz+ x2—2Kx co

x
—2Kx cos $)*

Здесь S —угол между направлением вектора Ап0 — кхпг (харак-
(характеризующего изменение импульса падающего электрона) и направ-
направлением Z, ф, fi = Z/a0.

Отметим, что выражение A1.21) имеет максимум при 8 = 0;
это соответствует сохранению импульса при столкновении между
падающим и атомным электронами. Для нахождения углового

распределения испускаемых электронов необходимо проинтегри-
проинтегрировать A1.21) по всем yinaM рассеяния сталкивающегося элек-

электрона. Это интегрирование может быть выполнено лишь численно.

Типичные получаемые при этом результаты приведены на фиг. 40.

Максимумы функции A1.21) определяются соотношением

выражающим условие сохранения импульса,
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Интегрирование по углам испускания может быть выполнено

в аналитической форме; при этом мы получаем

/, F, ср)
2*»**, Г JP*+4

X

X exp ( -^ . A1.22)

На фиг. 40 приведены кривые углового распределения рассеян-
рассеянных электронов, вычисленные с помощью этой формулы, а на

30 60° 90° 120°

Угол рассеяния

150" 180°

Фиг. 40. Угловые распределения рассеянных и испускаемых

электронов с исходной энергией 200 в,

А—рассеянные электроны с энергией 176в; В—рассеянные электроны
с энергией 163в; С—испускаемые электроны с энергией 13,бе; D—испус-

D—испускаемые электроны с энергией 0,85в.

фиг. 41 — кривые, характеризующие зависимость углового распре-
распределения рассеянных электронов от импульса К. Из этих кривых

следует:

а) при малых скоростях испускания атомных электронов интен-

интенсивность рассеяния монотонно убывает с возрастанием угла, как

и в случае возбуждения дискретных уровней;



§ 2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДИФФБРЕНЦ. СЕЧЕНИЙ ДЛЯ ВОДОРОДА И ГЕЛИЯ 281

б) при больших скоростях испускания атомных электронов
угловое распределение имеет резкий максимум в точке

#2 = х2, A1.23)
что соответствует сохранению импульса при столкновении между
атомным и падающим электронами;

Фиг. 41. Угловое распределение электронов, рас-
рассеянных после ионизации атома гелия.

Кривая

А

В
С

D

Падающий электрон

4 =4,7.C00 в)
'4 = 4,7C00 в)
J- =5,9D72 в)
4 = 4,7C00 в)

¦

Испускаемый
электрон

*=~0,5 B,5 в)
Tt = 2,0 E5 в)
х = 3,0 A22 в)
и-1,0 A4 в)

в) при больших значениях К вероятность ионизации быстро-
убывает.

Распределение испускаемых электронов по скоростям. Распре-
Распределение испускаемых электронов по скоростям мы найдем, про-
проинтегрировав выражение A1.22) по всем углам рассеяния. Это

интегрирование может быть выполнено только численно. На фиг. 42

приведены кривые распределения электронов по скоростям для
случая ионизации атомов водорода. При ионизации электронами,
начальная энергия которых превышает 100 в, вероятность иониза-
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ции по мере увеличения скорости испускания сначала быстро
возрастает до некоторого максимального значения, а затем быстро
убывает.

Из резкой асимметрии кривой распределения испускаемых
электронов по скоростям следует, что интерференционные явле-

явления играют существенную роль только для электронов с проме-
промежуточными значениями скоростей. Общий вид результирующей

1

М
I

Э с"

о I 4

Фиг. 42. Распределение испускаемых электронов по скоростям
при ионизующих столкновениях с атомами водорода.

А—испускаемые электроны; В—рассеянные электроны; С—все элек-

электроны. Величина V дана в вольтах; числа у кривых указывают энергию
падающих электронов в вольтах.

кривой распределения показан на фиг. 42 пунктиром. Опыты
"Тейта и Пальмера [18] приводят к качественному подтверждению
этого результата.

Выясним теперь, при каких условиях при рассмотрении угло-
углового распределения можно пренебречь явлением интерференции.
Из фиг. 42 следует, что для электронов с малыми значениями

энергии угловое распределение сходно по форме с распределением,
полученным с помощью формулы A1.21), тогда как для электро-
электронов с большой энергией угловое распределение имеет форму A1.22).
.Для электронов с промежуточными значениями скоростей угло-
угловое распределение должно существенным образом зависеть от

интерференционных явлений. В экспериментальной литературе
почти не существует данных по этому вопросу1). Тейт и Паль-

х) Детальный обзор см. [5].
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мер показали, однако, что в парах ртути угловое распределение
в случае быстрых электронов, появляющихся в результате ионизу-
ионизующих столкновений («рассеянных» электронов), весьма сходно

с распределением электронов, наблюдающимся при возбуждении
дискретных уровней, — его интенсивность очень быстро убывает
яо мере'увеличения угла рассеяния. Этот результат находится

в согласии с теоретической кривой, приведенной на фиг. 40.
В случае медленных электронов имеет место сравнительно малое

изменение интенсивности рассеяния при изменении угла. Этого
и следовало ожидать на основании кривых, приведенных на

фиг. 40, если учесть то обстоятельство, что в этих опытах по-

поток электронов был неоднородным (отвечая интервалу энергии
в 30 е); при таких условиях должен был бы сгладиться любой макси-

максимум. Никаких определенных экспериментальных данных, свиде-

свидетельствующих о наличии интерференционных явлений, до сих пор

получено не было.

3. Угловое распределение неупруго рассеянных электронов.
Атомы водорода. Формула A1.10) определяет дифференциальное
сечение, соответствующее данному конечному п-щ состоянию.

Если атом водорода находился первоначально в нормальном
состоянии то, просуммировав выражение A1.10) по всем возмож-

возможным конечным состояниям, получим

| \^\dK. A1.24)

Разлагая eiKxty0 в ряд по атомным волновым функциям, имеем

п

Умножив это выражение на комплексно сопряженное, получаем

п

Интегрируя обе части этого ', выражения по всему пространству
и принимая во внимание ортогональность волновых функций ф„,
яшеем

1 = К в«* | ф012 dz
2

+ |
пфО

Подстановка этого выражения в уравнение A1.24) дает

2 Ion(K)dK = ™^f3{l-[F (К)]% A1.25)
¦пфО

где F — атомный фактор рассеяния для атома.водорода [см. форму-
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лу G.9)], равный

Условие применимости этой формулы заключается в малости

членов суммы A1.24), соответствующих таким переходам 0—>п,

которые невозможны с энергетической точки зрения. Для этого К

должно превышать минимальное изменение импульса при пере-
переходе к такому наиболее высокому энергетическому состоянию,

вероятность возбуждения которого заметно отлична от нуля; если

Ех — энергия указанного состояния, то из A1.13) следует, что

А^т(Ех-Е0)
к>—w—•

Вероятность возбуждения быстро убывает по мере возрастания Ех;
ее, безусловно, можно считать малой, когда

Условие применимости формулы A1.25) приобретает, таким обра-
образом, следующий вид:

А > Ш *

Если энергия падающего электрона Е велика по сравнению)
с энергией возбуждения данного атомного состояния, то

#2 = B*2 -/i) A - cos 6) +1 ^ cos 8 + ...,

где

Для всех значений 6, подчиняющихся условию

6 >?!,?. е. »^', A1.26)

мы имеем, таким образом,

ir = 27<;siii^-, kn^k. A1.27)

Этот результат не зависит от п; он верен, если Е > Еп — Е0,
т. е. для малых углов рассеяния (см. фиг. 40). При больших
значениях углов мы можем воспользоваться тем обстоятельством,
что импульс вторичного (испускаемого) электрона равен прибли-
приближенно М/2я\ Энергия, потерянная падающим электроном, при
этом равна

т? т? 8я2т „„ 8та2т/7„ , 72 mr o\

?„ — Ео = -р-
К2 =

—^- (к2 + К — 2кк% cos 6).
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Принимая во внимание, что

имеем

K = ksinb, kx = kcosQ. A1.28)
При малых значениях 6 эти формулы тождественны с формулами
A1.27); мы можем поэтому пользоваться ими при всех значениях 6,
удовлетворяющих условию A1.26).

Из A1.28) следует, что К и к% не зависят от энергии возбу-
возбуждения; мы можем поэтому преобразовать сумму A1.25), соответ-

соответствующую определенному изменению импульса, в сумму, соот-

соответствующую определенному значению угла рассеяния, восполь-

воспользовавшись для этого соотношением KdK = ккп sin б db и форму-
формулами A1.28). Мы получим

2,2 л. («) *-•*^Si [ * т .

п
V Т

Сопоставим эту формулу с формулой (9.9) для случая упругого

рассеяния:

.ос - 9 . XW4*4sin24Y
sm 6 d6 = tj

2-^
j~

sin 6 d6.

При малых углах рассеяния [удовлетворяющих, однако, условию
A1.26)], имеем

З^оп (в)

-!L__ = ctge. A1.29)

При малых значениях 6 неупругое рассеяние заметно превышает,

таким образом, упругое рассеяние. При больших углах рассеяния
получаем

12

п
'

т. е. формулу Резерфорда для рассеяния одного электрона дру-
другим. Мы должны внести поправки в эту формулу, учтя интерфе-
интерференцию рассеянного и испускаемого электронов. Воспользовав-
Воспользовавшись формулой E.26), при малых значениях e2/hv получаем.

т 2 ^О" F) Sln 6 d6 =
—р^—

sin S cos x

n

X (cosec4 6 — cosec2 6 see2 6 -f- sec4 6) =
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Сравним этот результат с соответствующей формулой для упру-
упругого рассеяния:

C^\db. (H.32>
sin3T

Из формул A1.29) и A1.31) следует, что неупругое рассеяние-

преобладает над упругим вблизи 0 и 90°, но может стать мень-

меньше упругого рассеяния при промежуточных значениях угла 6.

Обобщение на случай сложных атомов. Морзе [19] показал,,
что если 6 удовлетворяет неравенству A1.26), то полное диф-
дифференциальное сечение для всех неупругих столкновений быстрых
электронов с атомом, заряд ядра которого равен Ze2, опреде-
определяется выражением вида

где

2 /on F) = *«*<\s (ft sin}), A1.33)

P [2^sin -А-

1сф1

dx1,..,,dxz; A1.34)

ф0 (*!, ..., rz) — волновая функция, характеризующая основное

состояние атома, a F — атомный фактор рассеяния (см. гл. VII, § 1).
Гейзенберг [20] предложил метод вычисления величины S,

основанный на статистической модели атома по Томасу—Ферми.
Он показал, что

где v = {i/((JitZyis, значения q>, x, \l определены в гл. IX, § 4»
а х0 определяется уравнением

Бевилогуа [21] подсчитал численное значение S по фор-
формуле A1.35); полученные им результаты приведены в табл. 13.
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Таблица 13

Дифференциальные сечения /неупр. (в) для неупругого рассеяния быстрых
электронов атомами, вычисленные для поля Томаса—Ферми

0,05
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

(V в вольтах)

0,278
0,556
1,112
1,668
2,224

¦

2,781
3,337
3,893
4,449
5,005
5,561

g

0,319
0,486
0,674
0,776
0,839
0,880
0,909
0,929
0,944
0,954
0,963

4Z5/3^Heynp. (в)

(в единицах а?)

9 920
942

81,7
18,6
6,35
2,72
1,36
0,75
0,45
0,28
0,19

§ 3. Полные сечения

1. Возбуждение дискретных оптических уровней. Полное-
сечение, соответствующее возбуждению и-го квантового состояния

данного атома, находившегося первоначально в нормальном со-

состояния, определяется выражением

hn{K)dK. A1.37)

Пределы жнтегрирования заданы при этом уравнениями A1.13).
Для приближенного вычисления этого интеграла мы восполь-

ауемся тем обстоятельством (см. фиг. 37 и табл. 12), что 1Оп(К)
становится очень малым при тех значениях К, для которых

К*>К1 A1.38)
где

Kl-
| Ев

В тех случаях, когда это условие не выполняется, мы можем

разложить 1Оп(К) в ряд по степеням К. Из A1.10) следует, что

.}, (И.39)

Разлагая показательную функцию в ряд, получаем
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где хОп, (х2Hп, ...—матричные элементы х,х3, ...., например,

Разложение A1.39) справедливо в том случае, если не-

неравенство A1.38) не выполняется. Если, однако, последнее вы-

выполняется, то /Оп (К) очень мало, и им можно пренебречь. Мы
можем в таком случае записать

Оп' ~т~' т ' *¦ 'Oni г ¦ ¦ ¦

/

Для разрешенных оптических переходов первый член этого вы-

выражения отличен от нуля, в случае быстрых электронов он

значительно превышает остальные члены. Выполнив интегриро-
интегрирование при учете того, что |i?n|<|.E0|, и воспользовавшись вы-

выражением A1.13) для определения -ЙГМИН, получаем

Если рассматриваемый переход связан не с дипольным, но

с квадрупольным моментом, имеем, аналогично,

Отметим, что благодаря наличию логарифмического множителя

в формуле A1.40) эффективные сечения, соответствующие воз-

возбуждению разрешенных оптических уровней, при увеличении
скорости столкновения должны уменьшаться медленнее, нежели

сечения, соответствующие запрещенным оптическим переходам.
Экспериментальные данные, относящиеся к этому вопросу,

весьма скудны. Некоторые выводы могут быть сделаны на осно-

основании экспериментального изучения возбуждения различных
спектральных линий. Этот метод был рассмотрен нами в гл. IX.
Опыты Лиса [22] и Тиме [23] для гелия при больших скоростях
столкнолзений не обнаружили, однако, какого-либо различия меж-

между S-, Р- и D-уровнями в отношении зависимости вероятности
их возбуждения от скорости.

Из формулы A1.40) следует, далее, что по мере увеличения

скорости столкновения все большая доля приходится на неупругие
столкновения, так как при больших скоростях сечение, соот-

соответствующее упругим столкновениям, убывает как у~2 [см. фор-
формулу (9.10)]. Это иллюстрируется данными, ; приведенными в

табл. 16.
В табл. 14 значения сечений, соответствующих возбуждению

гелия, вычисленные с помощью точного выражения A1.18), со-

сопоставлены со значениями упругих сечений. Наблюдаемые зна-
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чения суммы сечений, соответствующие упругому столкновению

и возбуждению дискретных уровней, приведены в последнем

столбце таблицы; они получены путем вычитания эксперимен-
экспериментальных значений вероятностей ионизации, измеренных Смитом

[24], из значений полных сечений, определенных Нормандом [25].
Для электронов с энергией 200 в согласие теории с опытом яв-

является весьма удовлетворительным; однако для электронов, энер-

энергия которых меньше 150 в, приближение Борна перестает быть

справедливым.
Таблица 14

Энергия электрона
100
200
400

Упругое
рас-

рассеяние
0,375
0,205
0,107

Эффектные сеченля (в единицах *ajj)

Возбуждаемое состояние

21S

0,0084
0,0047
0,0025

21Р

0,107
0,069
0,047

31Р

0,031
0,021
0,013

ЗЮ

0,053
0,028
0,025

41Р

0,012
0,009
0,006

41D

0,027
0,015
0,08

4 IF

0,040
0,020
0,010

ЫР

0,0063
0,0046
0,0034

Сумма

0,538
0,313
0,178

Данные
экс-

экспериментов
0,67
0,31

Сопоставление данных об относительных значениях сечений

для различных переходов с данными, полученными на основании

оптических измерений, будет проведено в § 5 в связи с рассмо-

рассмотрением вопроса о возбуждении триплетных состояний.

2. Возбуждение рентгеновых лучей. При столкновениях

электронов со сложными атомами может иметь место вырывание

электрона из внутренней оболочки атома, сопровождающееся

рентгеновым излучением. Весьма интересно поэтому получить
приближенные выражения, определяющие вероятность такой

ионизации внутренних оболочек. Для этого мы должны просум-
просуммировать вероятности всех возможных переходов электрона из

рассматриваемой внутренней электронной оболочки атома.

При ионизации уровня nl имеем

t2e4 dK v( r

n'V A1.42)
П'1'

Полное сечение Qlnl, соответствующее такой ионизации, опреде-
определится при этом выражением

A1.43)

Мы можем вычислить этот интеграл приближенно точно таким

19 Н. Мотт и Г. Месси
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же способом, как это было сделано нами выше для случая воз-

возбуждения оптических уровней. В результате получаем

—2 VI I ,

b2 |*H )(gJ , (И.44)
n'l'

где Вп1 — величина порядка энергии ионизации оболочки nl,

хП1 равно одной трети среднего значения квадрата радиуса этой

оболочки. Для внешних оболочек члены 2 I хт, пч> |2 малы, и ве-

п'1'

роятность ионизации примерно пропорциональна среднему значе-

значению квадрата радиуса оболочки; для внутренних оболочек интен-

интенсивность запрещенных переходов приобретает, однако, суще-

существенную роль. Бете [10] получил более высокие приближения,
воспользовавшись в качестве атомных волновых функций водоро-
доподобными функциями и введя в рассмотрение эффективный
заряд ядра 2Эфф- При этом для тех внутренних оболочек, для

которых наиболее существенную роль играют дискретные переходы

запрещенного типа, он нашел

n'l' ^Э

Так как энергия Еп1 оболочки nl равна

имеем окончательно

где величина Ьп1 для внутренних оболочек имеет значение между

0,2 и 0,6, а для внешних оболочек эта величина порядка п2.

Подробные вычисления такого рода были произведены Бер-
гопом [26] для случая ионизации К- и L-оболочек никеля,

серебра и ртути электронами, энергия которых превышает соот-

соответствующую энергию ионизации в несколько (до 15) раз. При
этом было использовано приближение Борна в предположении,
что эффективный заряд ядра имеет одно и то же значение как

для непрерывного спектра, так и для исходного состояния. Если

при вычислении Q\ можно пренебречь рассмотрением переходов
на незанятые дискретные уровни, то можно найти приближен-
приближенные значения коэффициентов Ъп1 и Вп1 в формуле A1.46). При
этом fenj = 0,35 для -ЙГ-оболочки и fenZ*&0,25 для Ьх~,Ьц- и Ьт-
оболочек, а Вп1 равно приближенно 1,65 Еп1 во всех этих

случаях.
Формула A1.46) оказывается справедливой только для элек-

электронов, энергия которых в несколько раз превышает энергию
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ионизации Еп1. Вычисления Бергопа дают те же результаты, что

и приближения Борна, вплоть до наименьших значений энергии.
Сопоставление результатов Бергопа с опытными данными Клар-
Кларка [27] и Вебстера, Хансена и Дювенека [28] для ионизации

.ЙГ-оболочки серебра, Смика и Киркпатрика [29] и Покмана, Веб-

Вебстера, Киркпатрика и Хаворта [30] для ионизации .ЙГ-оболочки

никеля, а также (несколько менее определенное) с данными

Вебстера, Покмана и Киркпатрика [31] для ионизации L-оболочки
золота подтверждает справедливость этого заключения. Для
электронов, энергия которых меняется от Eni до ЗЕп1 (при ЪЕп1
величина сечения максимальна), абсолютные теоретические зна-
значения сечений очень хорошо согласуются с экспериментальными
данными; при больших энергиях электронов наблюдаемые значе-

значения сечений убывают, однако, медленнее, нежели теоретические.
Такой результат является несколько неожиданным, поскольку
можно было предполагать, что именно при этих значениях энер-
энергии приближение Борна окажется наиболее точным. Возможно,
что шкала наблюдаемых абсолютных значений сечений не яв-

является точной, так что в действительности теория согласуется
с опытом при больших энергиях, а расхождения имеют место при
меньших энергиях, когда теоретические значения сечений пре-
превышают их экспериментальные значения. Такого рода заключе-

заключение вполне согласовалось бы с характером отклонений от при-
приближения Борна, наблюдаемых в случае возбуждения оптических

уровней (см. п. 1 и § 5), а также при ионизации внешних обо-
оболочек (см. п. 3). С другой стороны, учет релятивистских эффектов
должен привести к увеличению теоретических значений сечений

при больших энергиях (см. гл, XV, § 2) и этого может оказаться

достаточным для устранения значительной доли наблюдаемых

расхождений.

3. Первичная ионизация. Воспользовавшись значениями диф-
дифференциальных сечений Ioxdy.dK, отвечающих возбуждению
уровней непрерывного спектра, приведенными в § 2, можно най-

найти (путем численного интегрирования) полное сечение для иони-

ионизация Ql0 по формуле
"макс. ^макс.

Qo= \ \ Io*(K)dKd*, A1.47)
0

где

„2 _ г.2
хмакс.

— t

Результаты таких вычислений сечений ионизации для водо-

водорода и гелия иллюстрируются на фиг. 43 и 44. Для сравнения
приведены также экспериментальные кривые. Наиболее поздние

экспервмеятадъные исследования были проведены Смитом и Тей-

19*
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том [32] для (молекулярного) водорода и Смитом [24] для гелия.

При сопоставлении результатов предполагается, что молекула
водорода ведет себя подобно двум атомам водорода.

Согласие теории с опытом можно считать вполне удовлетво-
удовлетворительным, если принять во внимание, что при этом сравни-
сравниваются как численные значения величины сечений, так и зависи-

О 100 200 300

Энергия электрона (в вольтах)

Фиг. 43. Теоретическая (А) и экспериментальная (В) кривые
вероятности ионизации в водороде.

мость' их'от скорости, и что определение приближенных значений
волновых функций, характеризующих ионизованные состояния

атомов, отличных от атомов водорода, является весьма затруд-
затруднительным. Для электронов, энергия которых меньше 200 эв,

теоретические значения сечений оказываются чересчур большими;

при малых энергиях расхождение теории с опытом, как это

будет показано в дальнейшем (см. § 5), не является, однако,

неожиданным. Отметим, что упрощенная теория снова дает

слишком быстрое возрастание вероятности ионизации в тех слу-
случаях, когда энергия падающего электрона начинает превышать
потенциал ионизации, подобно тому как это имеет место в слу-
случае возбуждения рентгеновых и оптических уровней.

Вероятность ионизации при больших скоростях столкнове-

столкновений1). Ввиду сложности упомянутых выше вычислений при

х) Под большой скоростью здесь подразумевается скорость, превыша-
превышающая 1000 эч, однако такая, что релятивистские эффекты еще не играют
существенной роли.
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больших значениях скоростей столкновений существенный ин-

интерес представляет получение приближенных формул, пригодных^
в этих случаях. На фиг. 42 приведены кривые, иллюстрирую-'
щие зависимость интеграла

A1.48)

от величины у. при различных скоростях столкновений. Из фиг. 42

следует, что вероятность ионизации определяется в основном

юо гоо

Энергия электрона (в вольтах)
300

Фиг. 44. Теоретическая {А) и экспериментальная (В) кривые вероятности
ионизации в гелии.

переходами, относящимися к очень малым значениям х. Для
таких переходов функция Iqx(K) имеет вид, изображенный на

фиг. 41; при больших значениях К она становится, таким об-

образом, исчезающе малой, точно так же, как и в случае воз-

возбуждения дискретных состояний. Интенсивность рассеяния при-
приобретает максимум вблизи значения угла, соответствующего

условию сохранения импульса, только для переходов, связанных

с большими К. Мы можем, следовательно, апроксимировать
значение сечения Ql0 точно таким же образом, как и в случае

возбуждения дискретных состояний. Воспользовавшись этим

методом, находим

Qm =
64i*5m2e4

nl In
2mv2

(И.49)
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где Сп1 — величина порядка энергии рассматриваемой оболочки.

С помощью методов, аналогичных тем, которые применяются

при исследовании вопроса о возбуждении рентгеновых лучей.
Бете [10] показал, что выражение A1.49) сводится к виду

A1.50)"ni = тгпг "Гр—г znzln { ~г— ) >

где

Z2
_

^эфф, Г ,

Воспользовавшись снова в качестве приближения водородопо-
добными волновыми функциями для различных оболочек, полу-
получаем значения сп1, приведенные в табл. 15.

Таблица 15

Оболочка

0

1 s

,28 0,

-S

21

2

о.

р

13 0

3 i

,17

3

0,

р

14

3d

0,07 0

4s

,15

4

0,

р

13 0

4 d

,09 0

4/

,04

Данные табл. 15 показывают, что оболочки с наибольшими значе-

значениями азимутальных квантовых чисел являются наиболее трудно
ионизуемыми.

Для водорода вычисления могут быть произведены точно [10];
сечение ионизации равно при этом

откуда следует, что Сп1 составляет примерно Vio энергии иони-

ионизации оболочки nl.

Сравнение с классической теорией и с опытными данными.
Классическая формула Томсона [33] несколько отлична от выра-

выражения A1,50), так как она не содержит логарифмического мно-

множителя. Эта формула имеет следующий вид:

_ ,^71- AL52)

В силу такого различия классической и квантовой формул срав-
сравнение теории с опытными данными представляет особый интерес.
Это сравнение лучше всего провести для случая водорода; исполь-

использование приближенных волновых функций не может привести
в этом случае к серьезным ошибкам, так как весьма мало

вероятно, чтобы между молекулой и атомом водорода имелось

в этом отношении какое-либо существенное различие, за исклю-

исключением величины потенциала ионизации. Для последнего следует
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брать его молекулярное значение A6 в). Согласно опытам Виль-
ямса и Терру [34], при v — 0,54с число ионов, создаваемых

на одном сантиметре пути при нормальных значениях темпера-
температуры и давления, составляет 12',6. Формула A1.51) дает для

этого числа значение 14,7, а классическая формула A1.52) —
значение 3,5. Формула квантовой теории приводит, таким обра-
образом, к значительно лучшему согласию с опытными данными.

4. Вероятности столкновений различного типа в случае
быстрых электронов. В табл. 161) приведены относительные зна-

значения вероятностей столкновений различного типа в случае
быстрых электронов, сталкивающихся с атомами водорода. При
этом учтены также и все релятивистские поправки (см. гл. XV,
§ 2).

Таблица 16

Вероятности различных столкновений

(Указаны доли от общего числа столкновений в процентах)

Энергия падающего

электрона, в

Тип столкновения

103

8,7

42,8
6,3
2,41
1,17
2,17

54,8
36,5
51,4
18,7
3200

10*

6,5

45,3
7,0
2,60
1,24
2,28

58,4
35,1
59,9
21,0
426

105

5,1

47,5
7,3
2,71
1,28
2,33

61,2
33,7
64,8
21,7
66,0

106

4,1

49,5
7,8
2,79
1,32
2,38

63,4
32,5
66,9
21,7
30,6

108

2,55

51,5
8,1
2,90
1,36
2,42

66,4
31,0
68,6
21,3
42,8

10Ю

Упругое столкновение

Возбуждение уровней с:

п=2

п=3
и=4
и=5

Возбуждение более высоких уровней
Возбуждение всех дискретных уров-

уровней

Ионизация
Потеря энергии на первичный ион, в

Потеря энергии на столкновение, в

Полное эффективное сечение, 1О~20 см

1,8

52,8

8,4

2,96

1,38
2,45

68,0
30,2
69,4
21,0
60,0

§ 4. Вычисление тормозной способности вещества
для быстрых электронов

1. Водород. Вспомогательные теоремы. Обобщенные вероят-
вероятности переходов и интенсивности осцилляторов. При вычислении

полной потери энергии, испытываемой электронами на одном

сантиметре пути при прохождении их через какое-либо вещество,

удобно ввести в рассмотрение некоторые вспомогательные вели-

Составлена по расчетам Бете [35].
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чины, связанные с различными переходами. Эти величины пред-
представляют собой обобщение соответствующих величин, связанных

с оптическими переходами.

Вероятность оптического перехода с яг-го уровня на га-й опре-

определяется выражением вида

Обобщив это выражение, получим

При неизменности импульса эта функция сводится к функции
A1.53). Вероятности оптического перехода <pmn@) соответствует
«сила осциллятора» /mn, определяемая выражением

1тп
— ¦" ^mnfrn п >

где R— постоянная Ридберга, a vmn
— частота данного перехода.

Обобщенная «сила осциллятора», соответствующая переходу
т—>п, определится в таком случае выражением [10]

Отметим, что дифференциальное сечение, соответствующее

переходу 0—>и, дается выражением

Потеря энергии на одном сантиметре пути при прохождении элек-

электронов через газ, содержащий N атомов в 1 см3, дается фор-
формулой [см. формулу A1.59)]

dT
__

lQ^me^N у, Г ,

(^
dK ... ,,,

п кмин.

Теорема сложения обобщенных «сил осцилляторов». Рассмотрим
выражение вида

2 /on {К) =U2 (?« - Еп) |
п п

Функции di0 и i»n удовлетворяют уравнениям

^ = 0, A1.55a)

= 0. A1.556)
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Умножив уравнение A1.55а) на <]>?, а уравнение A1.556) на %,.
вычитая один результат из другого и проинтегрировав получен-
полученное при этом выражение по всему пространству, имеем

(Е0-Еп) ^ ^\
того выражения сводится к

\ д% ^ } A1.56)

Правая часть этого выражения сводится к

Далее,

[ $ Й A[\ ] = ^ д-? 6S dx = О,

как это может быть доказано с помощью метода, аналогичного

методу, примененному в § 2.
Мы имеем, таким образом,

Отсюда следует

2. Вычисление тормозной способности водорода. Для элек-

электрона, проходящего через газ, содержащий N атомов в 1 см3,

потеря энергии на одном сантиметре пути,
— dT/dx, определяется

выражением вида

\ (E0-En)I0n(K)dK; - A1.58)

это выражение [см. формулу A1.54)] можно привести к виду

кмакс.
dT 16TC3wte4iV ^п С а (rr\

dK . /л л со\

dx АгЛ2 ^Jj'"v/a
ч '

n ^мин.

При вычислении этой суммы мы не можем воспользоваться непо-

непосредственно теоремой сложения A1.57), так как КииЯф является

функцией п; мы разобьем поэтому область интегрирования на два

участка: от К > Ко до Ко и от К < Ко до Ко, где

~"\ A1.60>
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На первый взгляд, учет изменения импульса, превышающего Ко,
представляется излишним, так как выше было показано, что при
столь больших значениях К величина /Оп (К) очень мала; пере-
переходы, при которых имеет место значительное изменение импульса,
связаны, однако, с большой потерей энергии, и соответствующие
им члены играют поэтому существенную роль в выраже-
выражении A1.59). Мы покажем в дальнейшем, что оба интервала
изменения импульса в этом отношении примерно эквивалентны.

Обозначим потери энергии на одном сантиметре пути для соот-

соответствующих интервалов через Е' и Е".

Для вычисления потери энергии Е' при переходах, сопрово-
сопровождающихся малым изменением импульса, разложим elKx в ряд
по степеням К, как это сделано в формуле A1.39). Получим

Воспользовавшись формулой
° 

=1, A1.61)

находим

ш. |. (И.62)

Поскольку мы имеем дело с быстрыми электронами, можно

воспользоваться приближенным выражением для Кылв., получен-
полученным в § 1:

Подставив это выражение Кмяж, в A1.62) и учитывая, что

Р 2^гтее4 Rh ¦

р
2я2тае4 „,

лолучаем окончательно

A1.63)
Потеря энергии Е", связанная с большими изменениями

лмпульса', определяется выражением вида

¦^манс. ¦

.

¦

.

(En-Eo)IOn(K)dK. A1.64)
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Воспользовавшись теоремой сложения A1.57), находим

Р dK

При определении i?MaKc. существенно отметить, что значения

10п(К), даваемые приближением Борна, становятся неверными,

если изменение импульса очень велико. Мы не можем поэтому

подставить в формулу A1.64) isTMaKc. в форме A1.13), но должны

воспользоваться условием сохранения импульса при столкнове-
столкновении между падающим и атомным электронами. Так как массы

этих электронов одинаковы, то максимальное значение импульса,

который может быть получен атомным электроном, равно поло-
половине полного значения импульса. Положим поэтому

¦"¦макс. ~ "¦•

Выполнив интегрирование, имеем

A1.66)

Сложив выражения A1.66) и A1.63), получаем выражение пол-

полной энергии, теряемой электроном на одном сантиметре пути:
rf?1

__

4^ive4 j , тор2 т е у-\ .
\2 f * _Л 1П

^ I /\\ ал\
dx тпг i Rh ft.4 4-1 ' '

v n J n J
v

n

Суммирование может быть вьшолнено здесь численно с помощью

обычных формул для матричных элементов хОп. Окончательный

результат:

A1.68)

3. Сложные атомы. Воспользовавшись водородоподобными
функциями и учитывая наличие запрещенных переходов,- можно

обобщить формулу A1.68) на случай сложных атомов. Подобное
обобщение было дано Бете [10]; полученные им результаты по

ряду причин не являются, однако, достаточно точными. Тормоз-
Тормозную способность атомов, обладающих Z электронами, лучше
представить формулой вида

где /— среднее значение энергии возбуждения; величину / лучше
всего определить опытным путем, хотя Блох [36] и разработал
приближенный метод ее вычисления с помощью статистической

теории строения атома по Томасу— Ферми.

4. Связь с классической формулой Бора. Метод параметров
столкновений. Классическая теория тормозной способности
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вещества была разработана Бором [37] в 1913 г. Результат,
даваемый этой теорией, отличается от формулы A1.68) в том

отношении, что функция, стоящая под знаком логарифма, умно-
умножена на величину порядка hv/e2. Пределы применимости различ-
различных приближений были исследованы Блохом [38] и Вильям-
сом [39]. Мы будем следовать методу Вильямса, поскольку
он дает возможность оценить относительную роль исследуемых

1

процессов.

Рассмотрим быстрый электрон, проходящий через вещество,

содержащее N атомов в 1 см3, каждый из которых, в свою

очередь, содержит Z электронов. Если бы эти электроны были

свободными, то число столкновений на одном сантиметре пути,
при которых падающий электрон отклоняется на угол, лежащий
в интервале между б и 6 + d6, определялось бы формулой куло-
нова рассеяния

при условии, что 6 не слишком велико. Передача энергии при
таком отклонении равна примерно mv2Q2, так что потеря энергии
на одном сантиметре пути, обусловленная столкновениями, при

которых 6 > бмин-, составляет

3 T
= ~

dx
~~

mi)8

Поскольку нас интересует лишь определение порядка вели-

величины функции, стоящей под знаком локарифма, 6макс. можно

положить равным единице. С другой стороны, значение 6МИН.
в формуле A1.70) может быть определено из анализа сил связи.

Согласно классическим представлениям, наличие сил связи

будет налагать ограничения на процесс передачи энергии только

в том случае, когда время столкновения сравнимо или же пре-
превышает период обращения электрона при его движении по орби-
орбите. Время столкновения, грубо говоря, равно р/о, где р—пара-
р—параметр столкновения, измеренный относительно ядра атома как

центра. Время обращения электрона по орбите — величина

порядка А/1?, где Е — энергия связи. Классическое условие,
согласно которому можно пренебречь силами связи, заключается

поэтому в том, что параметр столкновения р должен быть
меньше р, где

hv

Если р > d, где d — величина порядка радиуса орбиты атомных,

электронов, то это классическое условие остается справедливым
также и в квантовой теории. Действительно, при таких столкно-
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вениях падающий электрон лишь слегка отклоняется от своего

первоначального направления, и его возмущающее влияние на

атом может быть описано классической теорией.
Поскольку k/E — величина порядка d/u, где и — орбитальная

скорость атомных электронов, условие р > d удовлетворяется,
если «2/м2 > 1- Если это имеет место, остается только найти
соотношение между максимальным значением эффективного пара-

параметра столкновения р и величиной бмин. Это может быть осуще-
осуществлено с помощью метода, описанного нами в гл. VII, § 5,
и примененного в гл. IX, § 6, к анализу вопроса о многократ-
многократном рассеянии.

Имеем ,

Омин.

dT

dx

dT

dx

Подставляя это значение 6Мин. в выражение A1.70) и воспользо-

воспользовавшись соотношением A1.71), находим

"Ч«.?)(й<')' <"-72>

inOw) (?»')¦ (И-73)

где gx и g2
— величины порядка единицы.

Соотношение A1.72) эквивалентно формуле A1.69), тогда как

соотношение A1.73) представляет собой классическую формулу
Бора. Условие и2/и2 -с 1 использовано, таким образом, при выводе
обоих этих соотношений. Если речь идет о торможении электро-
электронов, то это условие несовместимо с условием e2/fiv > 1, так что

классическая формула в таких случаях непригодна. В гл. XII,
§ 2, нами будет рассмотрен вопрос о тормозной способности
вещества по отношению к тяжелым частицам и будет показано,

что если частица обладает большим зарядом, то формула Бора
справедлива для некоторой области значений энергии.

Подробный анализ, проведенный Блохом [38], подтвердил

справедливость этих заключений; Мотт [40] дал непосредственное

доказательство эквивалентности метода параметров столкновений

п приближения Борна при рассмотренных выше условиях.

5. Сравнение с опытными данными. Вопрос о применимости
соотношений A1.68) и A1.70), определяющих потерю энергии

быстрыми электронами на одном сантиметре пути в (атомном)
водороде и других газах, был исчерпывающе рассмотрен Виль-
ямсом [41]. При сравнении теоретических и эксперименталь-
экспериментальных данных необходимо увеличить полученные численные значе-

значения примерно на 10%, чтобы учесть то обстоятельство, что
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электрон, обладающий после столкновения большей энергией,
трактуется обычно как [3-частица. Принимая во внимание эту
поправку, получаем очень хорошее согласие теории с опытом,

Таблица 17

о/с

0,17
0,136

U2/ 1J2

0,0007
0,001

0,06
0,07

Длина пробега, см

опытные

данные

0,76
0,37

по Бете

(квантовая

теория)

0,77
0,34

по Бору
(классическая

теория)

0,52
0,23

иллюстрируемое табл. 17. Таблица содержит также результаты,
даваемые классической теорией Бора, и значения e2/%v и и2/у2
(и — орбитальная скорость атомных электронов). Дополнительные
данные, подтверждающие справедливость квантовой теории тор-
тормозной способности вещества для быстрых заряженных частиц,

будут рассмотрены в гл. XII при исследовании вопроса о про-
прохождении тяжелых частиц через вещество.

6. Относительная роль слабых и сильных столкновений.

В § 3 было показано, что число первичных ионов s0, создаваемых

на одном сантиметре пути, определяется выражением вида

где величины сп1 и Сп} могут быть вычислены с помощью выра-
выражений A1.49) и A1.50). Потеря энергии на один первичный ион

dT/d
равна, таким образом,

р
dT/dx

. Б случае азота для электронов
o

с энергией ЗООООе это составляет примерно 80е на один пер-
первичный ион, а в случае водорода

— 100в. Столь большая потеря
энергии связана с тем обстоятельством, что бблыпая доля столкно-

столкновений приводит к возбуждению атомов, а не к их ионизации.

Роль сильных столкновений (при которых испускаются быстрые х)
электроны) при этом также весьма значительна благодаря боль-
большой потере энергии при таких столкновениях. Последняя опре-
определяется выражением вида

к
dK 8

*«А«
nl nl

где k% я» 8х2т\Еп1 |/Л2. Сопоставляя это выражение с формулой

Энергия которых велика по сравнению с потенциалом ионизации-



§ 5. НЕУПРУГИЕ СТОЛКНОВЕНИЯ МЕДЛЕН. ЭЛЕКТРОНОВ С АТОМАМИ 303

A1.68), находим, что сильные столкновения обусловливают при-
примерно половину суммарной потери энергии.

Интересно также отметить, что Вильяме использовал метод.

параметров столкновений для исследования относительной роли
близких и далеких столкновений. Он показал при этом, что если

электрон с энергией 100000 в проходит через водород, то из

каждых сорока ионизуемых или возбуждаемых атомов только

один атом расположен на пути самого электрона и четыре—на

расстоянии от 2,5 • 10~7 до 10~6 см.

§ 5. Неупругие столкновения медленных

электронов с атомами

В случае медленных электронов теоретическое исследование

неупругих столкновений оказывается значительно более сложным,
чем для быстрых электронов. Из экспериментальных данных

следует, что в этом случае существенную роль приобретает эффект
электронного обмена. Измерения углового распределения электро-
электронов, неупругого рассеянных в парах ртути и в аргоне, произве-
произведенные Мором и Николлем [8.14], показывают, что при этом

необходимо принимать во внимание искажение падающей и рас-
расходящейся волн силовыми полями нормального и возбужденного-
атомов (см. ниже).

В начале настоящей главы было показано, что, согласно при-
приближению Борна, вероятность возбуждения уровня, принадлежа-
принадлежащего к иной системе термов, нежели исходное состояние, равна

нулю. Для столкновений с достаточно быстрыми электронами
это заключение находится в согласии с опытными данными; при
очень медленных столкновениях возбуждение таких уровней
происходит, однако, столь же часто, а при некоторых значениях

скоростей даже чаще, чем возбуждение уровня, принадлежащего
к той же системе термов, что и исходное состояние. На фиг. 45
приведены кривые зависимости вероятности возбуждения ЗЧР-
и 33Р -уровней гелия (при исходном состоянии ixS) от скорости
электронов. Эти кривые были получены Лисом [22] с помощью

оптических методов (см. гл. IX, § 1). Если энергия возбуждающих
электронов превышает ЮОв, то возбуждение триплетных состоя-

состояний наблюдается очень редко по сравнению с возбуждением
сингулетного состояния; однако при значениях энергии, лишь

слегка превышающих потенциал возбуждения, может иметь, место

обратное. Аналогичная картина наблюдается при возбуждении
различных двухэлектронных систем [22, 23, 42]. Во всех случаях
вероятность возбуждения триплета очень быстро достигает макси-

максимума, имеющего место при значении* энергии, приблизительно
на Is превышающем потенциал возбуждения, тогда как соответ-

соответствующая кривая для сингулета достигает максимума значительно»
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медленнее (за исключением случая ^-состояний). Численные зна-

значения соответствующих максимумов при этом во всех случаях
одного порядка величины.

Если связь между спином и орбитальным движением слаба,
то возбуждение триплета может иметь место лишь в том случае,
когда столкновение сопровождается обменом электронами, при-
приводящим к изменению симметрии спиновой функции атомных

25 35 50 80 160 400 W00 3000

Энергия падающего электрона (в вольтах)

Фиг. 45. Возбуждение 3*Р- и 33.Р-уровней
в гелии.

Кривые. получены путем измерения зависимости

интенсивности возбуждения спектральных линий

при оптических переходах к уровням 21S и 2^S.

электронов. Экспериментальные данные свидетельствуют о том,

что электронный обмен играет существенную роль в случае
медленных столкновений. Его следует принимать во внимание

также и при анализе данных, относящихся к возбуждению син-

гулетных состояний.

Интересные результаты' были получены Мором и Николлем,
которые исследовали угловое распределение электронов с энер-
энергиями от 5 до 120s, рассеянных в различных газах. Эти резуль-
результаты частично иллюстрируются кривыми, приведенными на

фиг. 46. Для наиболее тяжелых газов максимумы и минимумы
на кривых выражены очень заметно. Сходный характер диффрак-
ционных явлений, наблюдаемых при угловом распределении
упруго и неупруго рассеянных электронов, обладающих одной
и той же начальной скоростью, свидетельствует о том, что

в обоих случаях эффект обусловлен одной и той же причиной —
искажением электронных волн полем атома. Этот вопрос будет
рассмотрен подробнее в п. 3.

1. Применение теории столкновений. Пока еще не существует
вполне удовлетворительного метода исследования медленных

неупругих столкновений электронов с атомами; с помощью общей
теории столкновений, изложенной в гл. VIII, можно, однако,
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определить приближенные значения вероятностей этих процес-
процессов. Рассеяние электронов, возбудивших при столкновении п-е

состояние атомов водорода и гелия, может быть описано

с помощью двух волновых функций: ^„(rj) и С„(г2), имеющих
асимптотические формы

A1.74)

60° 120" 180" 60°
Угол рассеяния

120" 180°

Фиг. 46. Вычисленные (А) и наблюденные (В)
угловые распределения электронов, рассеянных

атомами аргона.

Сплошная кривая—упругое рассеяние, пунктирная—для
электронов, возбудивших резонансный уровень аргона.

Дифференциальные сечения для возбуждения n-го состояния

в случаях водорода и гелия даются соответственно следующими

выражениями:

/n(e)=^|/n(e)?)-gn(e,?)|2. A1.75)

В гл. VIII было показано [уравнения (8.38) и (8.39)], что эти

функции удовлетворяют уравнениям

*!. A1.76)

20 н. Ыотт и Г. Mecca



306 ГЛ. XI. НЕУПРУГИЕ СТОЛКНОВЕНИЯ ЭЛЕКТРОНОВ С АТОМАМИ

Функция W является решением волнового уравнения для всей

системы, состоящей из атома и падающего электрона. Для реше-
решения уравнений A1.76) мы должны, подобно тому как это было

сделано в гл. X, § 6, подставить в правую часть этих уравне-
уравнений какую-либо приближенную форму функции W. Положим

? = F0(ri) % (г2) + Fn (гх) ф„ (г2) + Gn (г,) ф„ (гх). (И .77)

Здесь функция Fo (г) описывает падающую и рассеянную волны

и, как было показано в гл. II, является решением уравнения

0
= 0. A1.78)

Заметим, что приближение A1.77) несколько отлично от того

приближения, которым мы пользовались в гл. X, § 6, при рас-
рассмотрении упругих столкновений. Появление членов, содержа-
содержащих ф„, обеспечивает в правой части уравнений A1.76) присут-
присутствие всех диагональных элементов Vss энергии взаимодействия.
Из недиагональных матричных элементов VOn останутся только

относящиеся к исходному состоянию атома.

Подставляя функцию A1.77) в уравнения A1.76) и пользуясь
тем же методом, что и при рассмотрении упругих столкновений,

получаем уравнение .

± ^о (г.) 4>о (гх) фХ (г.) + {Gn (г.) ± Fn (г,)} ф„ (гО ф* (г2)] dx2}. A1.79)

Присутствие третьего члена в правой части этого уравнения

делает следующее приближение затруднительным, за исключе-

исключением случая быстрых столкновений. В последнем случае в нуле-
нулевом приближении можно пренебречь влиянием атомного поля

и положить в правой части A1.79)
^0(г1) = е«--1, G

Это дает

X [ехр (ikn0 • rj) ф0ЫК (^г) ± ехр (ikn0 ¦ га) ф0 (гг) ф* (г2)] dx2. (И .80)
Решая последнее уравнение с помощью метода, изложенного

в гл. VI, §| 4, получаем

/«(в, ?) ±г«(в, ?) =^ 5'^ Й~^а)[ехр {Ч^о-Кп,) ¦ г,) х

(Апо • r2-Annj. • гх)} <l»0(rj) ф^Гя)]^^.
A1.81)
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Менее грубое приближение заключается в том, чтобы пре-
пренебречь третьим членом выражения A1.79). Этот член характе-
характеризует влияние обменного эффекта на форму функции Fn ± Gn.
Поскольку, опустив член Go (г2) ф0 (гг) в приближении A1.77), мы

пренебрегли влиянием этого эффекта на Fo, мы должны опустить
соответствующий член также и в выражении A1.79). Это дает

-%n(rlt к-вО^о^., У*,^)*^,)]^^, A1.82)
где ^п (л б) — решение однородного уравнения

имеющее асимптотическую форму

%п(г, 9)~ей"г+ /—* eii"r' X Функция от 8, -f,
и

cos 9Х = cos 8 cos 6j -j- sin 8 sin Ь1 cos (9 — фг).

Интересно дать физическую интерпретацию соотношений A1.81)
и A1.82). Первый член в каждом соотношении характеризует
рассеянные волны, вторые члены —эффект электронного обмена.
Все эти члены обладают надлежащей формой, представляя собой
интегралы от энергии взаимодействия, взятые по волновым функ-
функциям исходного и конечного состояний системы. Формула A1.82)
отличается от формулы A1.81) тем, что она учитывает влияние

поля Vnn на расходящуюся волну и влияние поля Foo на пада-

падающую волну.

Следующее приближение можно получить, заменив функцию Ft
в выражении A1.82) разностью функций. FQ — Go, удовлетворя-
удовлетворяющей интегро-дифференциальному уравнению A0.12), и функцию
%п — решением соответствующего интегро-дифференциального урав-
уравнения для атома в и-м возбужденном состоянии.

Поскольку речь идет об этих приближениях, отметим, что

здесь "имеется трудность, аналогичная трудности, рассмотренной
нами в гл. X, § 5. Функция W в форме A1.77) не удовлетворяет
соотношениям ортогональности

[W - Fn (гг) ifn (r2)] ф* (r2) dz2 = 0,
A1.83)

[W - Gn (r2) фп (г,)] 4* (rt) dx1 = 0.

Для достаточно быстрых столкновений связанные с этим погреш-

погрешности будут малыми; для электронов с энергиями, близкими

к энергии возбуждения, это будет, однако, уже не так.

20*
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Мы предполагали, далее, что все недиагональные матричные
элементы малы, пренебрегая тем самым обратным воздействием
волн Fn и Gn на падающую и упруго рассеянную волну Fo.
Это соответствует слабой связи между обеими группами волн;
однако в действительности в некоторых случаях может оказаться

необходимым предположить наличие «сильной связи», соответ-

соответствующей большому численному значению недиагонального ма-

матричного элемента Von. В дальнейшем будет показано, что экспе-

экспериментальные данные свидетельствуют о необходимости учета
эффекта такого рода.

Приближение, при котором мы пренебрегаем всеми недиаго-

недиагональными матричными элементами, за исключением VOn,
не учитывает также влияния остальных неупруго рассеянных
волн на переход 0 —п. Эти приближения отличаются от сделан-

сделанных выше, так как они связаны не с соображениями, относя-

относящимися к электронному обмену, но с методом искаженных волн

(см. гл. VIII, § 5).

2. Численные расчеты для гелия и сравнение с опытными

данными1). Эффективные сечения для возбуждения сингулетного
и триплетного состояний атомов гелия были определены
с помощью приближенной формулы A1.81) как функции скорости
возбуждающего электрона для различных возбужденных состоя-

состояний [3, 4]. •

Теория воспроизводит многие характерные особенности экспе-

экспериментальных данных. С помощью формулы A1.81) можно

показать, что вероятность возбуждения триплетных состояний

S, Р и D убывает соответственно, как v~k, v~6 и v~8, в про-
противоположность вероятностям возбуждения сингулентных состоя-

состояний, которые изменяются, как v~2, »~2lnay, у~2 (у —скорость
падающего электрона).

Для состояний 1S и 3S между теорией и опытом наблюдается
полное согласие вплоть до очень малых скоростей столкновений;
для состояний 1Р и XD это согласие становится, однако) неудов-
неудовлетворительным в случае электронов, энергия которых меньше
100 и 75 в соответственно (см. фиг. 47). Из фиг. 47 следует,
что в том случае, когда энергия электронов падает ниже 100 в,
теоретические значения вероятности возбуждения Р-уровнёй
начинают значительно превышать наблюденные величины. Для
уровней 1D это имеет место только при малых значениях ско-

скоростей, для ^-состояний больших расхождений между теорети-
теоретическими и экспериментальными данными, повидимому, вообще
не наблюдается.

Более детальное рассмотрение, см. 16].
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В § 3 мы показали, что аналогичными свойствами обладают
также вероятность ионизации и вероятность возбуждения рент-
рентгеновых лучей; для вычисления вероятностей разрешенных опти-

оптических переходов формула Борна, невидимому, непригодна.
Исследуя сделанные нами приближения, мы убеждаемся в том,

что неудовлетворительность теории во всех случаях связана

о 100 гоо зоо о too гоо

Энергия электрона F вольтах)
400

Фиг. 47. Сопоставление наблюденных (пунктирные) и вычисленных (сплош-
(сплошные) кривых для сечения возбуждения.

На фиг. 47 а, б и г масштаб выбран так, чтобы вычисленные и наблюденные значе-
значения согласовались при 200 е, причем в случае фиг. 47, б—для кривой 31Р; на фиг.

47, в кривые нанесены по отношению к кривой 31.Р.

с предположением о малости Vqu. Действительно, при возбу-
возбуждении разрешенных оптических уровней величина Von при боль-
больших значениях г обращается в нуль как г~2, а поле обладает
большой рассеивающей способностью (упругое сечение для

такого поля бесконечно велико, см. гл. II, § 5). Для исправле-
исправления теории следовало бы решить систему уравнений такой же

формы, что и уравнения, приведенные нами в гл. VIII, § 6.
Мы показали (см. фиг. 18), что точное решение этих уравнений
дало бы меньшее значение вероятности возбуждения, нежели это

следует из теории Борна, как этого и требуют приведенные выше

экспериментальные данные. Для .D-уровней при больших значе-

значениях г величина VOn обращается в нуль как r~k; такое поле

обладает меньшей рассеивающей способностью, нежели поле,

соответствующее возбуждению Р-уровней. Можно ожидать, таким
образом, что в случае возбуждения .D-уровней приближение
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Борна 'будет находиться в согласии с опытом вплоть до значи-

значительно меньших скоростей. Для возбуждения нее ^-уровней,
лри котором Fon обращается в нуль как е~Хт, следует ожидать

лишь очень незначительного расхождения с обычной теорией.
Эти заключения также согласуются с результатами опыта.

Вычисленные относительные значения вероятностей возбу-
возбуждений триплетных и сингулетных состояний в случае электро-
электронов, энергия которых превышает 100 в, находятся в приближен-
приближенном согласии с опытными данными; наблюденные кривые воз-

возбуждения уровней 3Р с увеличением скорости спадают, однако,
значительно медленнее, чем теоретические кривые. Причина этого

расхождения не ясна; по всей вероятности, расхождение обу-
обусловлено побочными процессами, связанными с условиями
опыта.

Пользуясь формулой A1.82), Месси и Мор [43] исследовали

также вопрос о возбуждении уровней 21Р и 23Р. Волновая функ-
функция %п была вычислена Макдугаллом [44]; вычисление выраже-

выражения A1.82) было осуществлено путем численного интегрирова-
интегрирования. Основной интерес этих расчетов заключается в том, что они

учитывают возмущение падающей и расходящейся волн полем

атома и должны учитывать, таким образом, ожидаемые диф-
фракционные явления. Для электронов с энергией 50 в теория
дает угловое распределение, совпадающее по форме с распре-
распределением, наблюденным Мором и Николлем [14]; при больших
значениях углов рассеяния это распределение становится почти

равномерным; при 90° оно имеет максимум. Согласие между

экспериментальными и теоретическими значениями полных сече-

сечений, однако, не улучшается.

3. Возбуждение тяжелых атомов. Вопрос о возбуждении
2Р-уровней ртути был рассмотрен Пенни [45], который также

воспользовался при этом формулой A1.81). Наиболее интересной
особевиостью этих расчетов является применение атомных вол-

волновых функций, содержащих члены, характеризующие взаимо-

взаимодействие спина и орбитального движения. Эти члены весьма

существенны для столь тяжелого атома, как атом ртути. В связи

с их наличием волновые функции для триплетного состояния 28/>1
не вполне антисимметричны по отношению к орбитальным волно-

волновым функциям; это состояние может быть, таким образом, воз-

возбуждено без участия электронного обмена. Возбуждение уровня
23Рх имеет поэтому место и при больших скоростях электронов.
Теоретическое значение отношения интенсивностей различных
уровней хорошо согласуется с опытными данными даже при
столь низких энергиях возбуждения, как 10 в. Форма теорети-
теоретических кривых зависимости вероятности возбуждения от скорости
также хорошо согласуется с опытом.
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Рассмотрим теперь диффракционные эффекты, наблюденные

Мором и Николлем при неупругом рассеянии электронов атомами.

Если мы пренебрежем обменными эффектами (что допустимо

при средних и больших скоростях столкновений), то интенсив-

интенсивность рассеяния электронов, возбудивших гс-е состояние дан-

данного атома, отнесенная к единице телесного угла, определится

выражением вида

где

причем индекс а относится к координатам атомных электронов.

Функции Fo (г, 8) и ^ {г< Э) МОГУТ быть записаны в форме

A1.85)

A1.86)
первый член представляет здесь плоскую волну, не возмущенную
атомным полем, тогда как суммы характеризуют возмущение
плоских волн полями нормального и возбужденного атомов.

Подставляя эти функции в A1.84), получаем

In (в) = ^ ^~-1 ^ VOn ехр [I (кг' cos 6' - кп г' cos в)] dx' +

, A1.87)

где Ля — некоторая функция от г', 8' и <р'. Первый член этого

выражения в точности совпадает с формулой Борна; характер
его изменения был исследован нами в § 2; при углах рассеяния,
превышающих 30°, он ничтожно мал, и основную роль приобре-
приобретают члены ряда; при углах, превышающих 30°, диффракционные
эффекты определяются числом гармонических составляющих ряда,
заметно отличных от нуля. Если энергия падающего электрона"
велика по сравнению с энергией возбуждения, то кп =и к и,
следовательно, поля нормального и возбужденного атомов

оказывают одинаковое влияние. В этом случае в выражениях
A1.85) и A1.86) может быть взято одинаковое число членов,

причем относительная роль этих членов такая же, как и в слу-
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чае упругого рассеяния, описываемого функцией F0(r, В). При
больших значениях углов диффракционные эффекты должны быть,
таким образом, весьма сходными с эффектами, наблюдаемыми
при упругом рассеянии. Это заключение находится в согласии

с опытными данными.

При малых скоростях это сходство должно исчезать, так как

поле Vnn обладает значительно большей протяженностью, нежели

поле Уоо, с чем связана необходимость учета большего числа

членов в разложении 2fn> нежели в разложении Fo. Различие

между кп и к при этих скоростях также становится существен-

существенным. Именно этот результат и был получен при исследовании

возбуждения атомов аргона (см. фиг. 46, из которой следует,
что при энергиях, превышающих 55 в, угловое распределение не-

неупруго рассеянных электронов сходно с угловым распределением
упруго рассеянных электронов; по мере уменьшения энергии это

сходство, однако, постепенно исчезает).
Месси и Мор [46] использовали соотношение A1.84) для рас-

расчетов рассеяния электронов при возбуждении резонансных
уровней неона и аргона. Общие заключения, сделанные выше,
при этом подтвердились. На фиг. 46 сопоставлены теоретическая
и экспериментальная кривые углового распределения при
упругом и неупругом рассеянии в аргоне.

§ 6. Заключение

Мы показали выше, что в случае неупругих столкновений

медленных электронов с атомами приближение Борна оказы-

оказывается неудовлетворительным: оно дает чересчур большие значе-

значения неупругого сечения и не объясняет наличия максимумов
и минимумов на кривых углового распределения; помимо того,

что оно не объясняет наличия диффракционных максимумов
и минимумов, наблюдаемых при упругом рассеянии медленных

электронов атомами, оно не способно также объяснить наличие

большого рассеяния при малых углах, которое обусловлено, как

об этом было сказано выше, поляризационными эффектами, свя-

связанными с взаимодействием неупруго и упруго рассеянных волн.

Эта ситуация отражена в табл. 18.

Месси и Мор [3] дали анализ физических причин, по которым
имеют место отклонения от приближения Борна. В тех случаях,
когда это приближение справедливо, мы можем считать, что

электрон находится в поле атома столь короткое время, что

подвергается не более чем однократному рассеянию. При умень-
уменьшении энергии электрона вероятность вторичного столкновения

электрона с тем же атомом возрастает. Наличие вторичных столк-

столкновений должно привести к отклонениям такого же типа, что

и отклонения, наблюдаемые на опыте. Электрон может, таким
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Таблица 18

Рассматриваемый
процесс

Влияние на

упругое рассеяние неупругое рассеяние

1. Рассеяние не-

невозмущенным
полем атома, в

котором падаю-

падающая волна лишь

слегка иска-

искажена

2. Искажение па-

падающей и рас-
рассеянной
полем

волн
атома

3. Электронный
обмен

4. Искажение
атомного поля

(поляризация)
или же взаимо-

взаимодействие рас-
рассеянных волн

друг с другом

Малая интенсивность рас-
рассеяния. Угловое распре-
распределение изменяется мо-

монотонно, интенсивность

убывает по мере увели-
увеличения угла

Наличие максимумов и

минимумов на кривых
зависимости эффектив-
эффективного сечения от скоро-

скорости (эффект Рамзауера—
Таунсенда). Наличие

максимумов и миниму-
минимумов на кривых углового

распределения, причем
наиболее резко выражен-
выраженных в случаях тяжелых

атомов и исчезающих

при малых скоростях
столкновений

Сказывается в случае лег-

легких атомов (Н, Не), при-
приводя при малых скоро-
скоростях столкновений к

большому разнообразию
формы угловых распре-
распределений

Резкое возрастание интен-

интенсивности рассеяния при

малых значениях углов.

Увеличение суммарной
вероятности упругого
столкновения

Монотонное изменение уг-
углового распределения,
которое с возрастанием
угла убывает быстрее,
чем в случае упругого
рассеяния

Не оказывает заметно-

заметного влияния на кри-
кривые зависимости эф-
эффективного сечения от

скорости. Наличие ма-

максимумов и минимумов?
на кривых углового

распределения при боль-
больших значениях углов,
весьма сходных с соот-

соответствующими кривыми
углового распределения
для упругого рассеяния,
за исключением случая
очень малых скоростей
столкновений

Приводит к возможности

осуществления некоторых,
запрещенных оптических

переходов (например,
возбуждения триплетов
Не). Характер влияния
на угловое распределе-
распределение пока еще не выяснен

Уменьшение вероятности
неупругого столкнове-
столкновения. Характер влияния

на угловое распределе-
распределение еще не выяснен.
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образом, потерять энергию в результате возбуждения атома

даже в том случае, когда он находится на значительном расстоя-
расстоянии от этого атома. При этом он не испытает значительных откло-

отклонений от своего первоначального направления и при последую-
последующем движении может вновь получить энергию в результате по-

повторного взаимодействия с тем же атомом, снова не испытав при
этом заметного отклонения. Такой электрон будет представляться
наблюдателю рассеянным упруго лишь на малый угол. В резуль-
результате, при малых значениях углов должно иметь место уменьше-
уменьшение неупругого сечения и возрастание упругого рассеяния.

Электрон, испытавший сперва неупругое рассеяние, может

затем быть отклонен полем атома. С другой стороны, электрон
в рассеянном пучке, не потерявший энергии при рассеянии, может

-испытать затем неупругое столкновение, не сопровождающееся
заметным отклонением. Если потеря энергии при неупругом
-столкновении мала, то влияние каждого из этих процессов будет
создавать в совокупности диффракционную картину, подобно

тому как это имеет место при влиянии упругого рассеяния на

-монохроматические неупруго рассеянные электроны.
Можно считать, что при столкновениях электронов с атомами

^взаимодействие является достаточно сильным для того, чтобы

эти двойные процессы приобрели существенную роль в случае
медленных столкновений. При столкновении двух атомов друг

«с другом эти процессы могут стать адиабатическими, поскольку
это сводится к обмену энергией между электронами, так как

в том случае, когда атомы длительное время находятся под вза-

взаимодействием, вероятность многократных процессов велика

{см. гл. XII, § 3). В случае сил взаимодействия между ядерными
частицами, сосредоточенных в малой области пространства
и очень больших по своей величине, решение задачи в прибли-
приближении одной частицы также приводит к результатам, совершенно
¦непригодным для описания ядерных столкновений, за исключе-

исключением случая столкновений между наиболее легкими ядрами
<см. гл. XIII, § 2).
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Глава XII

СТОЛКНОВЕНИЯ МЕЖДУ ТЯЖЕЛЫМИ ЧАСТИЦАМИ

§ 1. Физические явления, рассматриваемые в данной главе

Под «тяжелыми частицами» мы будем подразумевать частицы,
масса которых велика по сравнению с массой электрона, напри-

например атомы, а-частицы и т. д. Мы исключим пока из рассмотрения
столкновения, при которых играют роль силы ядерного взаимо-

взаимодействия. Такого рода столкновения будут исследованы нами

в гл. XIII.

Изучение явлений, связанных со столкновениями между

тяжелыми частицами, выходит за пределы данной книги; мы

ограничимся поэтому лишь кратким перечнем полученных при
этом результатов1).

1. Прохождение быстрых тяжелых частиц через вещество.

Сюда относится изучение свободного пробега а-частиц, быстрых
протонов, нейтронов и тяжелых ядер в различных веществах.
Исследование этих явлений производится либо путем непосред-
непосредственного наблюдения треков отдельных частиц в камере Виль-

Вильсона, либо путем непосредственного подсчета числа частиц мето-

методом сцинтилляций, с помощью лампового усиления, а также

другими методами. Теоретическая задача заключается в этом

случае в вычислении потери энергии на одном сантиметре путл
в данном веществе как функции массы, энергии и заряда частиц,

--а также свойств самого вещества. Построение такого рода теории
весьма существенно, так как измерение потери энергии на одном

сантиметре пути часто является единственным способом опреде-
определения природы или скорости рассматриваемой частицы.

2. Приобретение или потеря заряда при столкновении. Это

явление наблюдается как в случае медленных, так и в случае
быстрых положительных ионов. Поведение а-частиц в этом отно-

отношении рассмотрено подробно в книге Резерфорда, Чэдвика и

Эллиса [2]. Имеется также большое количество соответствующих
опытных данных, относящихся к более медленным ионам.

1

Подробное описание экспериментальпой техники изучения этих.явле-

этих.явлений и полученных опытных данных можно найти в книге Месси и Бургопа
Ц] (гл. XII и XIII).



§ 1. ФИЗИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ, РАССМАТРИВАЕМЫЕ В ДАННОЙ ГЛАВЕ 317

3. Передача возбуждения. Это явление весьма сходно с упо-
упомянутым выше явлением передачи заряда; оно заключается

в передаче электронного или какого-либо иного возбуждения от

одной из сталкивающихся систем к другой и играет весьма суще-
«твенную роль в физике, в частности, при возбуждении спектров.
Наличие малых примесей посторонних газов часто оказывает
весьма заметное влияние на интенсивность и характер спектров,
наблюдаемых в разрядной трубке. В качестве приме'ра можно

упомянуть о хорошо известном явлении тушения резонансного
излучения.

Теоретическая задача состоит в этом случае в вычислении ве-

вероятности передачи возбуждения; особый интерес представляет
определение зависимости этой вероятности от разности энергий
двух возбужденных состояний.

4. Упругие столкновения атомов газа. Развитие техники иссле-

исследования молекулярных пучков послужило мощным толчком

к изучению взаимодействия между атомами газа. Оказалось воз-

возможным наглядно продемонстрировать волновые свойства

атомов газа путем диффракции пучков гелия и водорода от кри-
кристаллических поверхностей [3]; недалеко то время, когда станет

практически возможным исследование рассеяния атомов при

определенных значениях их относительных скоростей. Инте-
Интересно поэтому рассчитать эффекты, ожидаемые при упругих
столкновениях между атомами газа.

Вычисление эффективных сечений для столкновений между
атомами газа представляет интерес также и в связи с построением
теории вязкости и других явлений переноса в газах; в частности,

изменение вязкости газа с температурой связано с зависимостью

эффективного сечения столкновений от относительной скорости
частиц (см. § 3).

5. Подвижность положительных ионов в газах. Определению
подвижности ионов в газах посвящено очень большое число

экспериментальных работ [4], однако лишь в последние годы

были созданы экспериментальные условия, при которых оказа-

оказалось возможным ясно понять наблюдаемые при этом явления.

Последние исследования Тиндаля и других авторов [5] показали,
что в опытах такого рода чрезвычайно существенную роль игра-
играет чистота исследуемого газа. Даже в газах, содержащих лишь

10"*% примеси, имеет место образование тяжелых комплексов

ионов, обладающих малой подвижностью. В результате тща-
тщательной очистки исследовавшихся газов (аргона, гелия и неона)
оказалось возможным измерить подвижности свободных ионов

в этих газах. Поскольку подвижность ионов определяется ве-

вероятностью столкновений между атомами газа и ионами изме-
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рения подвижности могут дать нам весьма ценные сведения
о таких столкновениях.

6. Возбуждение внутримолекулярного движения. Сюда отно-

относятся неупругие столкновения между молекулами, приводящие
к возбуждению, вращения и колебания ядер. При газокинети-

газокинетических скрростях это-—единственно возможньщ тип возбуждения.
Непосредственное экспериментальное исследование этих явлений

при помощи методов, подобных методам, применяемым при изу-
изучении столкновений с электронами, пока еще невозможно; кос-

косвенные сведения о происходящих при этом процессах могут
быть, однако, получены на основании следующих данных.

Измерение коэффициентов аккомодации. Коэффициент акко-

аккомодации атомов газа на твердой поверхности определяется
вероятностью обмена энергией между атомами газа и колеблю-

колеблющимися атомами поверхности твердого тела. Путем измерений
коэффициентов аккомодации могут быть, таким образом, получе-
получены сведения о порядке величины этой вероятности и о зависи-

зависимости ее от температуры.
Дисперсия и поглощение звука высокой частоты. Зависимость

скорости распространения звуковых колебаний высокой частоты
от величины самой частоты впервые была обнаружена Пирсом [61
при изучении распространения звука в двуокиси углерода.
Причиной дисперсии, как это предположили впервые Герцфельд
и Райе [7], здесь является то обстоятельство,,что колебательные
степени свободы молекул газа не успевают следовать за быстрыми
температурными изменениями, имеющими место при распростране-
распространении ультразвукового возмущения. Это связано с тем, что скорость
обмена энергией между колебательными и вращательными сте-

степенями свободы очень мала. Этот же эффект приводит и к погло-

поглощению звука, обусловленному разностью фаз между флюктуа-
циями давления и плотности. В настоящее время мы располагаем
большим количеством опытных данных [8] о дисперсии и погло-

поглощении звука в СО2, а также во многих других газах и газовых

смесях. Эти данные позволили определить вероятность дезактива-
дезактивации колебаний при столкновениях для ряда молекул.

Скорости мономолекулярных химических реакций. Согласно
опытным данным, для того чтобы мономолекулярная реакция
могла иметь место, требуется некоторая энергия «активации».
Во многих случаях активация сводится к возбуждению колеба-
колебаний; изучение зависимости скорости реакции от давления разла-
разлагающегося газа или от примесей посторонних газов может дать

нам, таким образом, сведения о вероятности возбуждения коле-

колебаний при столкновениях. В то же время построение теории воз-

возбуждения такого рода весьма существенно для правильной интер-
интерпретации экспериментальных данных.

-
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7. Общий случай химических реакций. Сюда может быть отне-

отнесено очень большое число явлений. Наиболее простой случай пред-
представляют столкновения между двумя молекулами, сопровождаю-
сопровождающиеся перераспределением частиц; наиболее важным является,

однако, случай тройных столкновений, при которых имеет место

соединение или диссоциация двух молекул в результате взаимо-

взаимодействия их с некоторой третьей частицей. Основная задача за-

заключается при этом в вычислении относительных вероятностей,
реакций различного типа в зависимости от свойств реагирующих
веществ.

Проведенная нами классификация различных явлений, отно-

относящихся к общему случаю столкновений между тяжелыми части-

частицами, отнюдь не является строгой. Так, например, четыре по-

последних процесса весьма сходны друг с другом по своей природе;

поскольку, однако, методы их экспериментального исследования

коренным образом отличаются друг от друга, мы нашли более-

целесообразным рассматривать эти процессы раздельно.
К сожалению, теория столкновений между тяжелыми частица-

частицами в настоящее время разработана еще далеко не столь полно, как

теория электронных столкновений. Количественные результаты
получены только в случае быстрых столкновений, для которых

справедливо первое приближение Борна, а также для упругих
столкновений между атомами газа. Некоторые общие результаты
получены, однако, также и в других случаях, а при решении ряда
задач, например задачи о возбуждении колебательных уров-
уровней, трудности заключаются лишь в сложности соответствующего
математического аппарата. Следуя той же общей схеме, которая
была принята нами для электронных столкновений, мы рассмо-

рассмотрим прежде всего поведение быстрых частиц.

§ 2. Быстрые столкновения между
тяжелыми частицами

1. Тормозная способность вещества для быстрых положи-
положительных ионов. Вычисление потери энергии, испытываемой

быстрыми положительными ионами на одном сантиметре 'пути
при прохождении их через какое-либо вещество, весьма сходно
с соответствующим вычислением для случая быстрых электронов,
произведенным нами в гл. XI. Примем следующие обозначения:

Мх и М2 — значения масс двух сталкивающихся систем,
М — М1М2/(М1-\-М2) — приведенная масса всей системы, Z'e —

заряд иона; величины к, кп, х, n0, n имеют тот же смысл, что-,
и в гл. XI. Заменив массу электрона на М и е2 на Z'e2, мы

можем воспользоваться формулами, приведенными в гл. XI.

Дифференциальное сечение как функция импульса будет прв
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этом иметь вид [см. формулу A1.10)]
>4 dK ,

где

N

.a Kh/2-x — изменение импульса. Эффективное сечение, соответ-

соответствующее возбуждению п-го состояния, мы получим, проинтегри-

проинтегрировав дифференциальное сечение в пределах возможных измене-

изменений импульса. Для рассматриваемых нами быстрых столкно-

столкновений эти пределы определяются точно таким же образом, как

и для электронов, так как матричные элементы еОп (К) в обоих

случаях одинаковым образом зависят от изменения импульса

Нижний предел К при этом равен (см. гл. XI, § 1)
„

_

4п*М (Еп — Ео)
л мин.

—

тг >

л верхний предел определяется условием сохранения импульса,
так что

2кт 2кт
,?

„.

В остальном эти вычисления совершенно аналогичны соответ-

соответствующим вычислениям для электронов. В результате мы полу-
получаем следующие формулы:

Возбуждение оптических уровней (см. гл. XI, § 3, п. 1)

Qnu пч> =—йй1- I *ni, пп-12 In
Enr_Ei

¦ A2.3)

Возбуждение рентгеновых лучей (см. гл. XI, § 3, п. 2)

Первичная ионизация (см. гл. XI, § 3, п. 3)

Потеря энергии на 1 см пути (см. гл. XI, § 4, п. 2)
dT

dx~ mv*
*ln

E
'

где для водорода ? = 1,105 Rh.
Сопоставляя эти выражения с соответствующими формулами

для электронов, приведенными в гл. XI, мы видим, что при
«больших скоростях столкновений положительный ион с зарядом
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+ е ведет себя точно так же, как электрон, движущийся с такой
же скоростью. Выражения, определяющие потерю энергии
на одном сантиметре пути, несколько отличаются в логариф-
логарифмическом члене: для электронов этот член равен In (nw^/E),
тогда как для тяжелых частиц он равен In Bmv2/E).

В табл. 19 экспериментальные значения длины свободного
пробега а-частиц при прохождении их через водород и гелий

сопоставлены с теоретическими значениями, вычисленными

с помощью формулы B2.6) [9].
Таблица 19

Длины свободных пробегов а-частиц в' водороде и гелии

Газ

Водород
Водород
Гелий

Начальное и конечное
значения скорости

(в 10е см/сек)

2,054
1,709
1,054

1,709
1,802
2,709

0,23
0,25
0,26

Пройденный путь (в см)

наблю-

наблюденные
значения

19,0
15,8
22,6

по Бете

(квантовая

теория)

18,9
16,2
22,3

по Бору
(класси-
(классическая

теория)

16,3

13,7

18,4

Из формулы A2.6) следует, что частица, проходящая через
газ, содержащий N атомов в 1 см3, при потере скорости от vx

до й2 проходит расстояние R, определяемое выражением

Ei(y2)_Ei(y!)], A2.7)

где Z—заряд ядра атомов вещества, через которое проходит
частица, а

К Е

Ei(y)=

Согласие теории с опытом, как мы видим, является хорошим.
В табл". 19 включены также значения свободного пробега, под-

подсчитанные по классической формуле Бора. Очевидно, что эта

формула дает менее удовлетворительные результаты, чем фор-
формула A2.7). Этого и следовало ожидать, поскольку ясно

(см. гл. XI, § 4), что классическая формула более пригодна
лишь при условии E~/hv > 1.

Второе условие применимости приближения Борна было
сформулировано нами в гл. XI, § 4, в виде неравенства
и2/у2 С 1, где и — орбитальная скорость атомных электронов. При

рассмотрении тормозной способности вещества, содержащего

21 Н. Мотт и Г. Месси
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сложные атомы, возникает вопрос о том, как следует интерпре-

интерпретировать это условие, поскольку оно требует, чтобы рассматри-
рассматриваемые положительные ионы двигались быстрее, чем даже

ЛГ-электроны. Действительно, для того чтобы а-частица могла

двигаться быстрее, чем ^-электроны атомов кислорода, она

должна была бы обладать энергией, превышающей 800 000 эв.

Хеннеберг [10] показал, что приближение Борна может быть

использовано для вычисления потерь энергии даже в том слу-

случае, когда скорость положительного иона меньше скорости

АГ-электрона, при условии, что заряд Ze ядра атома много больше

заряда Z'e иона. В этом можно убедиться следующим образом.
Если скорость относительного движения сталкивающихся частиц

мала по сравнению со скоростями внутреннего движения, для

решения задачи удобно воспользоваться методом возмущенных

стационарных состояний (см. гл. VIII, § 7). В том случае,

когда Z > Z', возмущение волновых функций ^-электронов,
вызываемое столкновениями с ионами, будет малым. В гл. VIII,
§ 7, было показано, что при этих условиях метод возмущенных

стационарных состояний дает практически те же результаты,
что и метод Борна. Бете [И] воспользовался этим обстоятель-

обстоятельством и применил формулу A2.6) для получения полуэмпири-

полуэмпирических данных о тормозной способности различных веществ по

отношению к протонам, а-частицам и т. д. При этом следует,

однако, помнить, что при и2/г>2 > 1 приближение Борна стано-

становится непригодным, если Z^Z'; оно, например, непригодно

для протонов в водороде, энергия которых меньше 25000 эв.

2. Захват электронов быстрыми положительными ионами.

Общая теория этого явления была рассмотрена нами в гл. VIII.
Оно относится к столкновениям, сопровождающимся перерас-
перераспределением частиц; идущая при этом реакция может быть
описана уравнением вида.

(Ядро А и электрон) -f- Ядро В -^ Ядро А + (Ядро В и электрон).

Поскольку речь идет о быстрых столкновениях, можно восполь-
воспользоваться приближением Борна и формулами, приведенными
в гл. VIII, § 4. Сечение, соответствующее переходу электрона
из состояния п в поле ядра А в состояние д в поле ядра В,
определится при этом выражением вида [см. формулу (8.45)]

те

\ | J J V (ге, р) ср* (р.) фп (ре) ехр х
о

X [i(kn0 r — kgii- p)]dr?dp sin6db. A2.8>
Здесь V(re, p)~ энергия взаимодействия между ядром А



§ 2. БЫСТРЫЕ СТОЛКНОВЕНИЯ МЕЖДУ ТЯЖЕЛЫМИ ЧАСТИЦАМИ 823

и электроном, фп (ге) — волновая функция электрона в .состоянии п

в поле ядра A, yq (re) — волновая функция этого же электрода
в состоянии д в поле ядра В, р — расстояние между ядром А
и центром тяжести системы (ядро 2?+ электрон), ге —коорди-
—координаты электрона, М — приведенная масса конечной системы;
если массы ядер А и В равны соответственно МА и

а масса электрона равна т, то

М-
М

M

волновые числа к и kq определяются выражениями

ь
_

2*с (М^+т)Л/д ,
_

2*я' (Мд + т) Мл

Л М + М +
' в~

где у и v'—исходное и конечное значения относительной ско-

скорости; п0 и п — единичные ¦ векторы, взятые в направлениях
относительного движения до и после столкновения, так что

п0
• n = cos 9.

При вычислении интеграла A2.8) удобно перейти от коор-
координат р и ге к координатам гд и гв, характеризующим поло-

положение электрона относительно ядер А я. В. При этом мы получим

v'
- \ ))VЫ «Р* Ы Vn (ГА) X

О

X exp [^(A-rA-B-rB)]rfrArfrB|2sin9rfG, A2.10)

•где

{МА + Мв+ гп}Х= MAMBvn0- MA (MB+ m)v'n,

B=--MB(MA-{-m)vn0-MAMBo'n.

Переменные, входящие под знак двойного интеграла, теперь
разделяются, и если атомные волновые функции имеют сравни-

сравнительно простой вид, вычисления могут быть выполнены беа

особого труда.

Бринкман и Крамере [12] воспользовались формулой A2.10)
для вычисления сечения QnA-+qB, соответствующего переходу элек-

электрона из ls-состояния в поле ядра А в ls-состояние в поле ядра В.
Они нашли при этом, что если скорость v столь велика, что

сечение определяется только малыми изменениями импульса, то

? = l218TO§Z5Z'5s8[s2 + (Z + Z'J]-5 [s2 + (Z-Z'J]-5, A2.12)

где s = A»/2ue2, a Ze, Z'e — заряды ядер. Отсюда следует, что при

21*
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больших скоростях вероятность захвата электрона убывает
как у12, в противоположность вероятности возбуждения, кото-

которая в случае разрешенных оптических переходов убывает
несколько медленнее, нежели о'2 [см. формулу A2.3)]. Это

различие обусловлено тем, что в рассматриваемой нами задаче

0 захвате электрона выражение, определяющее минимальное

изменение импульса, содержит член, пропорциональный v.

В случае непосредственного
возбуждения такой член от-

отсутствует.

Известные опыты Резер-
форда [13] и Якобсена [14]
относятся к захвату элек-

электронов а-частицами при про-

прохождении последних через

воздух; Бринкман и Кра-
Крамере вычислили прибли-
приближенно вероятность захвата

электронов из атомов азота.

Как показывает фиг. 48, при
этом было получено хоро-
хорошее согласие с опытными

данными.

Эмпирическая закономер-
закономерность, найденная Резерфор-

20 дом для зависимости вероят-
вероятности захвата электрона от

Фиг. 48. Сечения захвата электронов скорости,
а-частицами. ,-, _

= « /л о л о\

Л—теоретическая кривая для азота; В—тео- х i \ /

ретическая кривая для захвата в состояние r ^
1 S из ядра с зарядом 7. Крестиками ука- Обусловлена тем ООСТОЯ-
ваны экспериментальные данные Резерфор- ТРТтт,ртипм что прппятнпртт.

да, круидеами—данные Якобсена. lenbCTBOM, чю вероятность

захвата iif-электрона возра-
возрастает по мере увеличения

скорости а-частицы, тогда как сечение захвата а-электрона при
этом убывает примерно как у^12. Сочетание этих двух эффектов
приводит к закономерности A2.13).

3. Тормозная способность вещества для ядерных осколков.

[15 —17). Осколки, получающиеся при делении тяжелых ядер

{см. гл. XIII, § 6), обладают вначале скоростью порядка

1,5-Ю9 см/сек и ионным зарядом порядка 25е. Для того чтобы

получить приближенное соотношение, характеризующее скорость

потери энергии этими осколками при их прохождении через

различные вещества, необходимо определить эффективный заряд
нона как функцию его скорости v.
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При любом данном значении скорости между процессами
захвата и потери электронов устанавливается равновесие, так

что средний заряд иона оказывается постоянным и равным
2Эфф. (v). Если скорость ядерных осколков велика по сравнению
с орбитальной скоростью и электронов в атомах того вещества,

через которое проходят ионы, то потеря энергии на единицу
длины определяется выражением вида

dx mlJ Е )

Вместо формулы Бете A2.6) здесь использована классическая

формула Бора, так как в той области, где и2/у2 мало,

2тс^Эфф e2/hv больше единицы (см.
гл. XI, § 4).

Критерий Бора для определе-
определения Zoim, основан на том обстоя-

0.8-

тельстве, что захват электронов § о,б
на орбиты, для которых скорость

§

электрона меньше скорости иона, §^4
весьма мало вероятен (см. п. 2).
С другой стороны, в том случае,
когда скорость электрона превы-
превышает скорость иона, вероятность

потери электрона атомом в резуль-

резуль0,2-

ve (в единицах ez/h)
р р ру

тате ионизации мала, так что пе- Фиг. 49. Соотношение между

реход является почти адиабатиче- степенью ионизации и ско-

q \ О Ростыо наименее связанных
ским (см. § б, п. 4J. итсюда еле-

электронов, вычисленное по
б б

Ростыо наименее связанных

ктронов, вычисленное

методу Томаса—Ферми.дует, что наиболее слабо связан-

ными электронами. в ядерных оскол-

осколках будут те, орбитальная скорость которых ve сравнима со

скоростью ионов v, т. е. Уе = уу> гДе "I — порядка единицы.
Если ve известно, то

у I р
может быть вычислено.

e ^

При отыскании зависимости ?Эфф. от vr для описания поля

иона проще всего воспользоваться методом Томаса —Ферми, как

это было сделано Бором [15], а также Книппом и Теллером [17].
Фиг.^ 49 иллюстрирует результаты, полученные последними^

авторами. Бор предположил, что у = 1; Книпп и Теллер [17]
определили значение у более точно, воспользовавшись для этого

анализом данных о пробеге в воздухе ионов N14, О16, О17 и F19,
полученных в результате распада ядер. Они нашли, что для

ядерных осколков в воздухе значение у лежит в интервале
1,5-1,9.

По мере уменьшения скорости иона эффективный заряд

уменьшается. Когда v падает ниже скоростц и атомных электро-

электронов, формула A2.14) становится неприменимой. При этих усло-
условиях потери энергии, вызванные столкновениями с электронами,
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становятся столь малыми, что доминирующее значение приобре-
приобретают потери, обусловленные ядерными столкновениями. Если

Мх—масса иона, Мг — масса атома газа, Zx и Z2 —соответ-
—соответственно заряды ядер, то потеря энергии, обусловленная столк-

столкновениями с ядрами, равна (на
один сантиметр пути)

dT

Ц5 1.0 15

Путь (в см)

Фиг. 50. Теоретическое значе-

значение «тормозного сечения» для

типичного ядерного осколка как

функция пройденного расстояния.
Отдельно, указаны участки кривой,
соответствующие электронным и ядер-
ядерным столкновениям. Верхний график
Дает зависимость скорости осколка

от пройденного пути.

X \ sin|-/F)sin
где / F) — дифференциальное се-

сечение для столкновения,
-

при
котором угол рассеяния в центре
тяжести системы равен 0 (см.
гл. VIII, § 9). Так же, как и в

гл. IX, § 6, при б > 6МИН. можно

считать справедливой формулу
для кулонова рассеяния:

1(Ь)=[-
и пренебречь ролью членов, от-

отвечающих 6 < 9Мпи.- При этом

бМин. связано с эффективным экра-
экранирующим расстоянием а обыч-
обычным классическим соотношением.

Оценка величины а может

быть получена также с помощью

модели Томаса—Ферми. Бор [15]
нашел таким путем, что .

п ^ п /72/3 1 Г721з\ — 1/2

Фиг. 50 иллюстрирует относительное влияние электронных

и ядерных столкновений на тормозную способность воздуха по

отношению к ядерным осколкам с массовым числом 94, атомным

номером 37 и исходной энергией 10 Мэв. На фиг. 50 «тормоз-
«тормозное сечение» iV dT/dx, обусловленное обоими процессами, дано
как функция пройденного расстояния; у принято при этом рав-
равным 1,5. Из приведенного графика зависимости скорости осколка

от пройденного расстояния следует, что в конце рассматриваемой
области условие применимости соотношения A2.14), согласно

которому о должно превышать орбитальную скорость атомных

эдектронов, перестает удовлетворяться. Однако, поскольку в этой
области доминирующую роль начинают играть ядерные столк-
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новения, это обстоятельство, вероятно, не приводит к существен-
существенным ошибкам.

4. Многократное рассеяние. Теория многократного рассея-
рассеяния электронов была рассмотрена нами в гл. IX, § 6. Совер-
Совершенно аналогичным образом может быть исследован также и

вопрос о многократном рассеянии тяжелых заряженных частиц.

Среднее квадратичное отклонение а2 равно в этом случае

-)¦

47iiVtZfZ|e4 (М, +
где

Здесь iV —число рассеивающих ядер в 1 см3, t — толщина рас-

рассматриваемого слоя вещества, Z2e и М2 — заряд и масса рас-
рассеивающих ядер, a Zxe и М1 — соответствующие величины для

падающих частиц, обладающих скоростью v. Величина 6М1Ш. опре-
определяется при этом выражениями вида

6 _

«мин,- «l),

0- A2.16)

Для электронов основную роль играют обычно условия,
отвечающие формуле A2.15); при рассеянии тяжелых частиц

во многих случаях удовлетворяются, однако, классические

условия A2.16). В табл. 20, взятой из работы Вильямса[9],

Таблица 20

Многократное рассеяние ос-частиц

Рассеивающий
элемент

Золото ....

Олово ....

¦Серебро . . .

Медь .....

Алюминий . .

Zi Z2 e?/hv

20

13

12

7

3

Наиболее вероятное значение угла
рассеяния (в градусах)

эксперимен-
экспериментальное
значение

2,1

1,5

1,5

1,1

0,6

по класси-
классической
теории

1,74

1,43

1,37

1,04

0,69

в приближе-
приближении
Борна

3,07

2,20

2,11

1,46

0,85
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сопоставлены экспериментальные и теоретические значения наибо-

наиболее вероятного угла рассеяния ос-частиц в фольге из различных

материалов. Классическая формула A2.16), как мы видим, лучше
согласуется с опытными данными, чем квантовомеханическая фор-.
мула A2.15), как и следовало ожидать при соответствовавших
значениях параметра ZZ^/U

§ 3. Медленные столкновения между
тяжелыми частицами

1. Упругие столкновения между атомами газа. Как было

указано в § 1, вычисление сечений для взаимных столкновений
атомов газа, обладающих обычными газокинетическими скоро-
скоростями, представляет значительный интерес. Помимо полного сече-

сечения Q для упругих столкновений, которое может быть теперь
измерено непосредственно с помощью метода молекулярных
пучков [3], нас интересуют также сечения (?ч и QD, играющие
большую роль при рассмотрении явлений вязкости и диффузии.
Эти сечения определяются формулами [18, 19]

A2.17)

/F) sin2y sin 9 d6,
о

где /F)— интенсивность рассеяния, выраженная в относитель-

относительных координатах. Напомним, что полное сечение равно [см. B.18))
•к

Q = 2tz{ 7 F) sin 6 d6. A2.18)

Коэффициент вязкости газа у\ при абсолютной температуре Т

определяется выражением вида [18.19]
5 / 2тс "\3/г 1 +з

^ =
4j3M2 \ jM ) тгДп

'

где / = V2X^> М — масса атома, х —постоянная Больцмана, Rn
дается выражением

оо

1

—оо

у — относительная скорость атомов газа, з — малый поправочный
член порядка 1О2.
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Коэффициент взаимной диффузии D двух газов (характери-
(характеризующихся индексами 1 и 2) определяется формулой вида

16 v j'M-lMi J (vx + v2) Рц 1 — e0
'

где vx и v2 —числа атомов обоих сортов в единице объема, М1
и М2 — массы атомов, г0 —малый поправочный член [20], зави-

зависящий от Vj и v2, a

При исследовании изменений, вносимых квантовой теорией,
в классические соотношения, проще всего воспользоваться

модельными представлениями об атомах газа, как о твердых

шариках. Мы предположим, что энергия взаимодействия между
такими шариками равна

V (/•) = «, (/•</•„),

V(r)=0 (r>ro).

Классическая теория дает в этом случае Q — *r\ и /F) = — г%.

Для вычисления интенсивности рассеяния с точки зрения
квантовой теории можно воспользоваться методом, изложенным

в гл. II (см. гл. II, § 5, где показано, что в предельном случае
малых скоростей Q —» кцг1). Если сталкивающиеся атомы оди-

одинаковы, следует также принять во внимание соотношения,

симметрии, вводимые статистикой Бозе — Эйнштейна (см. гл. V).
В этом случае выражение для /F) содержит только шаровые
функции четного порядка и, следовательно, симметрично отно-

относительно 9 = л/2. В общем случае исключение из рассмотрения
нечетных шаровых функций приводит к увеличению отклонений
от результатов, даваемых классической теорией, как это можно

видеть из фиг. 51, где сопоставлены квантовые и классические

значения Q, Q-^ и QD.
Мы уже отмечали (гл. II, § 5), что по мере того, как отноше-

отношение длины волны к диаметру атома стремится к нулю, полное

сечение Q стремится не к своей классической величине, но к ее

удвоенному значению. Дополнительное рассеяние, обусловли-
обусловливающее этот эффект, по мере уменьшения длины волны соот-

соответствует все меньшим и меньшим значениям угла 6. Влияние-
этого рассеяния на Qr, и QD при этом становится все менее и

менее существенным благодаря наличию дополнительных мно-

множителей, определяющих статистический вес дифференциального
сечения /(9), которые при малых значениях 9 пропорциональны
92. Таким образом,, в отличие от Q, как (?,,, так и QD при
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уменьшении длины волны стремятся в пределе к своим клас-
классическим значениям. При малых 2тс/-0Д как Q, так и (?,, и QD
перестают подчиняться классическим соотношениям. Это влечет
за собой изменение температурной зависимости вязкости rt
в области низких температур. Согласно классической теории,
при Т~*0q пропорционально а1Т-у1*. Квантовая теория при-
приводит к более быстрому изменению т\ [18].

В случае гелия отклонений ч\ от классических значений

следует ожидать при температурах ниже 50°К, в случае водо-
водорода—ниже 100° К. Вычисления величины rh ожидаемой для
гелия согласно квантовой теории, были осуществлены рядом

10 го зо 30 ю 2010 20

2лго/А
Фиг. 51. Иллюстрация роли квантояомеханического значения сечения при
рассмотрении явлений вязкости, рассеяния и диффузии с помощью мо-

модели твёрдой сферы.
Кривые А относятся к различным а'томам, кривые В—и одинаковым.

авторов [21] в предположении различных законов взаимодей-
взаимодействия между атомами гелия. Для определения истинного закона

взаимодействия такого рода вычисления, однако, столь же

бесполезны, как и аналогичные исследования второго вириаль-

ного коэффициента, квантовомеханическое значение которого [22]
также зависит от фаз ?)„, определяющих сечение рассеяния.

Для осуществления этой программы необходимо дальнейшее
накопление опытных данных.

Полное сечение Q принципиально может быть измерено
с помощью метода молекулярных пучков. Для того чтобы его

значение не зависело от малейших отклонений, регистрируемых
как столкновения, угловая разрешающая способность должна
быть очень высокой.

2. Передача возбуждения и заряда при медленных столкно-
столкновениях. Важность исследования вопроса о передаче возбужде-
возбуждения между сталкивающимися атомами уже была отмечена нами

в начале этой главы. Согласно экспериментальным данным,
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вероятность такой передачи максимальна в том случае, когда

разность энергий обоих рассматриваемых состояний равна нулю.
При этом вероятность передачи возбуждения зависит, повиди-

мому, более существенным образом от этой разности энергий,
нежели от относительных скоростей или от природы рассма-

рассматриваемых частиц. В порядке иллюстрации рассмотрим резуль-
результаты некоторых опытов.

Тушение резонансного излучения ртути. Хорошо известно,
что присутствие постороннего газа в ртутной лампе приводит

к уменьшению интенсивности резонансного излучения атомов

ртути. Это явление обусловлено дезактивацией возбужденных
атомов ртути при столкновении их с молекулами постороннего
таза. На основании опытных данных об изменении интенсивности

ресонансного излучения в присутствии различных посторонних
газов можно определить эффективные сечения, соответствующие

дезактивации атомов ртути молекулами этих газов. Такого рода
исследования были произведены Земанским [23]; фиг. 52, а иллю-

иллюстрирует относительную эффективность различных газов при воз-

возбуждении перехода 23Р1 —* 23Р0 атомов ртути, требующего раз-
разности энергий 0,218 в. На оси ординат отложены значения эф-
эффективного сечения, на оси абсцисс—энергия колебательного уровня
молекул газа, наиболее близкого к резонансному значению 0,218 в.

Очевидно, что экспериментальные точки ложатся на резонансную
кривую обычного типа. Аномально ведет себя лишь окись углерода;
в атом случае, помимо разности энергий, вероятно, играют роль
также и некоторые другие факторы1).

Возбуждение атомов натрия возбужденными атомами ртути.
Аналогичные опыты были произведены Бейтлером и Джозефи [25],
освещавшими смесь паров натрия и ртути ртутной лампой и из-

измерявшими интенсивность возникающих натриевых линий, энер-
энергии возбуждения которых близки к энергии возбуждающей
линии (волновое число 2537). При учете статистических весов

термов натриевых линий зависимость вероятности возбуждения
различных уровней натрия от энергии этих уровней характери-

характеризуется кривой, приведенной на фиг. 52, б. В точке резонанса
наблюдается резкий максимум; дополнительный максимум соот-

соответствует резонансу с метастабильным состоянием атома ртути 23Р0.
Поглощение положительных ионов. «Перезарядка». Наблюдаемое

в газах поглощение пучков медленных положительных ионов

почти полностью обусловлено процессом нейтрализации, про-
происходящим в результате захвата ионами электронов из газовых

молекул. Рядом исследователей было произведено большое число

х) Резонансный характер процесса тушения вызвал недавно сомнение

[24], поскольку углеводороды обусловливают тушение в результате хими-

химического воздействия.
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Уровни атома натрия

Фиг. 52. Резонансные явления при столкновениях между-

междуатомами, или ионами, сопровождающихся передачей возбуж-
возбуждения или заряда.

а—относительная эффективность различных газов при тушении резо-
резонансного излучения ртути; б—значения вероятности возбуждения раз-
различных линий натрия при столкновениях второго рода с атомами ртути,
возбужденными до состояния 21-Р; пунктирными линиями указаны зна-
значения энергии состояний 2*Р и 2зр,. ртути; в—сечения, соответствующие
передаче заряда между различными ионами (с кинетической энер-
энергией 400 эв) и нейтральными молекулами, как функция величины йЕ"

(ДЕ считается положительным в тех случаях, когда при передаче заряда
относительная кинетическая энергия возрастает).
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измерений коэффициентов поглощения для различных ионов

в различных газах; во всех случаях при этом было найдено, что

коэффициент поглощения оказывается наибольшим для ионов

того же газа. Это значит, что положительные ионы в наиболь-

наибольшей степени поглощаются теми газами, которые при потере элек-

электронов образуют точно такие же ионы.

Наиболее детальные исследования такого рода принадлежат
Вольфу [26]; полученные им данные приведены на фиг. 52, в,

которая ярко иллюстрирует резонансный характер явления.

В литературе известно много других примеров этого явления1);
оно играет также большую роль в химической кинетике и спектро-
спектроскопии.

Мы исследуем теперь эти вопросы с теоретической точки

зрения.

3. Теория резонансных явлений. В гл. VIII, § 43, был рас-
рассмотрен метод вычисления сечений для переходов между двумя

•состояниями, находящимися почти в резонансе. В этой главе мы

будем придерживаться прежних обозначений и характеризовать
исходное состояние индексом 0, а конечное — индексом п. Выше

было показано, что в двух частных случаях задача сводится

к решению системы двух дифференциальных уравнений. А именно:

если состояния Они находятся почти в резонансе или если

энергия взаимодействия Vsl мала для всех состояний s и t, то

вероятность перехода определяется функциями Fn, являющимися

собственными решениями системы уравнений

[* Л-k2 ГТ !(l+i) 1 Wl ТТ Pl

Функция Fq, описывающая падающую и упруго рассеянную вол-

волны, имеет следующий асимптотический вид:

B1 + 1) е"'Ч1 j sin

ехр [ i Qcr - ~ l~ + r((Q J | ;

Fln соответствует одной лишь расходящейся волне и обладает
асимптотической формой

См. [1], гл. VII и VIII.
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Сечение для неупругого столкновения определяется при этом

выражением

Для столкновений, сопровождающихся передачей возбужде-
возбуждения, форма С/оп зависит от того, являются ли переходы, происхо-
происходящие в системах А и В, разрешенными оптическими переходами.
Если эти переходы связаны с мультипольными моментами

порядка р и q, то, не учитывая угловой зависимости, имеем

Таким образом, если оба перехода являются разрешенными
оптическими переходами, то

Uon(r)~%, A2.20).

если же речь идет о переходах типа «У—» «У или же о переходах,.
связанных с обменом электронами, момент любого порядка
обращается в нуль, и

U0n(r)^aoe-*r. A2.21)

Отсюда следует, что во многих случаях потенциал Uon на боль-

.
ших расстояниях" убывает очень медленно и может при этом

значительно превышать U00 или Unn. Исключениями являются

случаи типа A2.21), а также столкновения между ионами и ато-

атомами или же между двумя ионами, когда Uoo или Unn может-

убывать с расстоянием очень медленно. Штюкельберг [27] пока-

показал, что если существует вещественная точка пересечения Rr
в которой

то максимальное сечение будет величиной порядка тс/?2. С дру-
другой стороны, если точки пересечения не существует, то крити-
критическим расстоянием R1 будет такое, при котором

что соответствует сечению порядка кЯ%. Поскольку Uon типа A2.20)
медленно убывает с расстоянием, ясно, что R1 часто может

значительно превышать R. Штюкельберг исследовал подробно
вопрос об ожидаемой величине сечения в том случае, когда при
больших значениях г потенциал UOn дается функцией вида a/rs.

Если отклонение АЕ от резонанса мало, то критическое рас-
расстояние /?! в этих случаях столь велико, что величинами Е/оо>



S3. МЕДЛЕННЫЕ СТОЛКНОВЕНИЯ МЕЖДУ ТЯЖЕЛЫМИ ЧАСТИЦАМИ 335

и Unn можно пренебречь. Это дает

я - ( р

где {J —• ah2/2m. Вид формулы, определяющей величину
зависит от соотношения между / и 10, где

Если / < /0, то

|9»|2 -^e-28(l-e-2i)sin*x. A2.22)

Это выражение имеет тот же вид, что и формула (8.77), опре-

определяющая положение точки пересечения, однако теперь

/r=Ri

где

,
^

,2
/О, п — л0,п

~~

а ЛГ5 — величина порядка единицы, зависящая только от s-. Во»

всех случаях, за исключением случая / ^ 10, величиной UOn
можно пренебречь по сравнению с /0 или ft, так что

A2.24)»

где иг
— относительная скорость сталкивающихся систем в кри-

критической точке. Если на критическом расстоянии взаимодейст-

взаимодействие Uon велико, а относительная скорость мала, то, точно так

же, как и в случае наличия точки пересечения, исследованном

нами-в гл. VIII, будут иметь место адиабатические условия,,

соответствующие большим значениям 8.

При I > 10 для вычисления | qln \2 может быть использовано •

приближение Борна, поскольку в эффективной области /?1</?<ос,
соответствующей сближению сталкивающихся систем с данным

относительным значением момента количества движения, взаимо-

взаимодействие Uon мало. В случае столкновений между атомами как/,

так и &i?! очень велико; найдено, что при этом
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где
*

12/(s-2)

с, =
Г,/1 ЛГ'

Полное сечение Qn, определяющееся выражением

О

может быть теперь вычислено приближенно, если при / < /0 мы
воспользуемся формулой A2.22), а при / > /0 — формулой A2.25).

Штюкельберг нашел таким путем, что

Qn = n(-^) ^/(Д^8-1)/8^1/8^ ^-1), A2.26)
где

Г i v SMо X t ss A \

Г2^-1е-^ (ж > 1).

Ход функции /(ж) для случая s = 3 показан на фиг. 53.
Вблизи резонанса

В случае s=3, представляющем существенный интерес, по мере

приближения к резонансу сечение стремится к некоторому посто-

постоянному значению и его зависимость от &Е носит типично резо-

резонансный характер. Фиг. 54 иллюстрирует зависимость Qn от &Е

при s = 3 в предположении, что $ — е2а1, т = 10 атомных единиц

и скорость соответствует энергии 1 э'в. Наличие острого резо-
резонанса, а также большая величина сечения вблизи резонанса
в этом случае очевидны.

Представляет интерес также исследование зависимости Qn
от относительной скорости при различных значениях АЕ. Из фор-
формулы A2.26) и фиг. 55 следует, что при малых скоростях эта

зависимость будет характеризоваться функцией v2e~alv, где

а = 2Д2?*/зВ1/з/й; сечение будет при этом достигать максимума

порядка тг ф/&Е)-1* при скорости порядка ($AE2yi3/h и убывать
затем при высоких скоростях как «-1. Типичные кривые, иллю-

иллюстрирующие зависимость Qn от энергии относительного движения,

приведены на фиг. 55.
При более высоких значениях s изменение Qn носит анало-

аналогичный характер, однако с той разницей, что в предельном
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Фиг. 54. Теоретическая кривая сечения,
соответствующего передаче заряда между
двумя^атомаыи, как функция величины ХЕ.

0,10 0,20 0.30
Энергия относительного движения (в эв)

Фиг. 55. Зависимость сечения, соответствующего передаче возбуж-
возбуждения, от энергии относительного движения при различных значе-

значениях Д?.

Как и ва фрг. 54, р принято равным е?ао, а пг-Ют^.
22 н. Мотт и Г. Месои



338 ГЛ. XII. СТОЛКНОВЕНИЯ МЕЖДУ ТЯЖЕЛЫМИ ЧАСТИЦАМИ

случае точного резонанса сечение обращается в нуль. Если

относительная скорость мала, сечение достигает максимума вблизи

резонанса и убывает затем очень быстро по мере увеличения
величины &Е, являющейся мерой отклонения от резонанса.
По мере увеличения s максимальное значение сечения будет
убывать благодаря тому обстоятельству, что энергия связи For»
велика лишь в ограниченной области пространства.

Обмен электронами осуществляется обычно при столкновении

между ионом и атомом или же при столкновении между двумя
ионами. В этих случаях Von убывает с расстоянием значительно

быстрее, чем Foo или Fnn, и применимы формулы для точек пере-
пересечения кривых, полученные нами в гл. VIII. Если речь' идет

о столкновении между ионом и атомом, то Foo в пределе будет
меняться как ае^/г1, где а — поляризуемость атома. Положение

точки пересечения приближенно определяется при этом выраже-
выражением вида

Хотя R может быть сколь угодно велико при достаточно малом Д.Е,
вероятность перехода в точке пересечения, как это следует из

формулы (8.79), очень мала вследствие быстрого уменьшения Fon
с увеличением г. В результате сечение будет не порядка яR2,
а значительно меньше1). Тем не менее оно будет обладать резо-
резонансными характеристиками, сходными с теми, которые обнару-
обнаруживаются в рассмотренных выше случаях при s > 3, т. е. макси-

максимум сечения будет иметь место не при точном резонансе, но

вблизи него.

Если Д? мало, то при столкновениях между положительными

и отрицательными ионами, сопровождающихся взаимной нейтра-
нейтрализацией ионов путем обмена электронами, может оказаться,
что точка пересечения отвечает весьма большому R(R = e2/&E).
Благодаря малости Fon в точке пересечения сечение будет при
этом обычно значительно меньше я/?2. Максимум сечения также

и в этом случае должен наблюдаться не при точном резонансе,
а при значениях энергии, близких к резонансной [28].

Подводя итог, можно сказать, что наибольшее сечение (зна-
(значительно превышающее газокинетическое) и наиболее острый
резонанс должны иметь место при передаче возбуждения, свя-

связанной с разрешенными оптическими переходами. Резонанс, мак-

максимум которого слегка смещен из положения Ь-Е = 0, должен

наблюдаться также и во многих других случаях, однако макси-

максимальное сечение при этом, повидимому, не столь велико.

*) Оно может быть столь малым, что основную роль будет играть вторая
точка пересечения, соответствующая значительно меньшему R (поряд-
(порядка 10-" см), при котором VOn достаточно велико.
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4. Прохождение положительных ионов через газы. Здесь мы
рассмотрим столкновения положительных ионов, энергия которых

превышает 50 в, с атомами газа. Столкновения этого типа могут
быть подразделены на следующие: 1) упругие столкновения;

2) столкновения, приводящие к нейтрализации ионов в резуль-
результате захвата электронов из атомов газа; 3) неупругие столкно-

столкновения, сопровождающиеся возбуждением или ионизацией атомов

газа или падающих ионов.

Сечения для упругих столкновений могут быть вычислены

с помощью метода парциальных сечений (см. гл. II, § 1); они

связаны с фазовыми постоянными формулой вида .

A2.27)

где &, как всегда, равно 2яД. Обычно приходится брать боль-
большое число членов этого ряда (по крайней мере 400 членов для

протонов с энергией 100в в гелии); в определенной области
значений п суммирование может быть, однако, заменено инте-

интегрированием. При малых п (меньше 200 для протонов с энер-
энергией 100 в в гелии) можно также воспользоваться колебатель-
колебательным характером функции sinv)n.

В табл. 21 приведены некоторые вычисленные таким путем
значения Q для столкновений цротонов с атомами гелия и аргона.
Как мы видим, они не очень сильно отличаются от соответствую^

щих газокинетических значений; экспериментальное определе-
определение [29] свободных пробегов протонов как в гелии, так и в аргоне
дает, однако, для полных сечений значения, гораздо меньшие

газокинетических. Причина этого обстоятельства становится ясной

при рассмотрении углового распределения рассеянных протонов.
Последнее, за исключением случая очень малых углов рассеяния,
может быть найдено с помощью классических методов (ем. гл. VII»

Таблица 21

Гаэ

Гелий ...

Аргон. . .

Энергия
протона

(В 8в)

90

800

73

650

Сечение
(в единицах

2

3,7

2,0

16,4

10,7

Газокинети-
ческое сече-

сечение
(энсперим.)
(в единицах

2,6

7,3
'

22*
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§ 4 и 5); можно показать, что предельное значение функции /(8),
характеризующей угловое распределение, при угле рассеяния,

равном нулю, приближенно равняется -j-k2Q2; обычно, за исклю-

исключением случая очень медленных ионов (<0,1е), эта величина

значительно превышает Q. Отсюда можно сделать заключение, что

при увеличении угла рассеяния интенсивность рассеяния убывает
столь быстро, что в упомянутых опытах могла быть наблюдена
только небольшая доля общего числа упругих столкновений.

Столкновения, при которых электрон захватывается ионом,

являются обычно неупругими, так как взаимная кинетическая

энергия сталкивающихся частиц в результате столкновения изме-

изменяется. В частном случае точного резонанса, имеющего, напри-
например, место при захвате атомных электронов гелия положитель-

положительными ионами гелия, столкновения являются упругими в том

смысле, что относительная кинетическая энергия частиц остается

неизмененной. В случае точного резонанса не совсем правильно при-
приписывать акту передачи заряда определенное сечение, так как

при этом невозможно установить экспериментально, является ли

ион, движущийся в некотором определенном направлении, одним
из ионов падающего пучка, испытавшим рассеяние, или же он

представляет собой атом, потерявший электрон при столкнове-

нии, Опытные исследования свидетельствуют о наличии большого
числа положительных ионов, движущихся почти перпендику-
перпендикулярно к падающему пучку. Как известно из опытов, в которых
падающие ионы можно отличить от атомов, потерявших электро-
ньц в этих направлениях в действительности рассеивается лишь

очень небольшое число ионов; можно поэтому считать, что все

ионы,, движущиеся под углами, превышающими 45° с направ-

. лением падения, представляют собой атомы, потерявшие по элек-

электрону, тогда как все остальные ионы являются ионами падаю-

падающего пучка, испытавшими рассеяние. Поскольку поглощение

ионов Не* в гелии, наблюдаемое на опыте, отвечает в основном

большим углам отклонения, на основании нашего предположе-
предположения можно считать, что оно обусловлено главным образом пере-
передачей заряда. Для вычисления сечения, соответствующего
поглощению, мы можем воспользоваться формулами для пре->

дельного значения вероятности неупругого столкновения при
точном резонансе, приведенными в гл. VIII, § 6. Вычисления
производятся в этом случае точно таким же образом, как

и в случае упругого сечения, уже рассмотренном нами выше;

для поглощения, обусловленного передачей заряда, сечение1

оказывается при этом одного Порядка величины с газокинети-

газокинетическим оечением, что находится в полном согласии с опытами

Кальмана и Розена [30]. В более точной теории, учитывающей
также и тождественность ядер (см. гл. V), изменяется лишь
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форма углового распределения рассеянных ионов при промежу-
промежуточных значениях углов рассеяния, а именно: возникают макси-

максимумы и минимумы, обусловленные интерференцией рассеянных
волн двух типов. Поскольку сечение очень слабо зависит о»

значений этих углов, указанный эффект будет играть суще-
существенную роль только в случае очень точных измерений угловых
распределений.

0.15

QIO

Q05

- ^\ Ke«05

Энергия электрона (в вольтах)

^^Е 250 500 Г5С

0,1 0,2 0.3 0,1 0,5

Энергия а-частицы (в Мэв)

Q.7

Фиг. 56, Теоретические кривые сечения возбуждения (IsJ 3/>-ур.овня
лития а-частицами.

J—кривая, вычисленная по методу возмущенных стационарных состояний,
JI—вычисленная в приближении Борна; верхняя кривая дает сечение воз-

возбуждения электронами в приближении Борна.

В том случае, когда захват электрона связан с изменением

кинетической энергии, теория рассматриваемого процесса оказы-
оказывается совершенно аналогичной теории процессов возбуждения,
и ионизации, вызываемых ионами. Поскольку скорость ионов,
мала по сравнению с орбитальными скоростями атомных электро-

электронов, а резонанс между исходным и конечным состояниями

является точным лишь в очень редких случаях, мы, не можем

ограничиться рассмотрением взаимодействия этих двух состояний,
и единственным удовлетворительным методом решения задачи,
оказывается метод возмущенных стационарных состояний, изло-

изложенный в гл. VIII, § 7.
Этот метод был использован для вычисления сечения возбу-

возбуждения 2ХР состояния гелия протонами и сечения захвата

электронов протонами [31]. Он был также применен Фреймом [32).
для вычисления сечения возбуждения A$J3/?2.Р-состояния лития

медленными а-частицами. Фиг. 56 иллюстрирует полученные при
этом результаты. Для сравнения на фигуре приведена также

соответствующая кривая для электронов- Очевидное различие.
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вловедении электрона и а-частицы подтверждается также экспери-
экспериментальными данными как в случае возбуждения, так и в слу-
случае ионизации.

Теоретическая кривая зависимости сечения от скорости
весьма сходна с соответствующими кривыми для передачи воз-

возбуждения (см. фиг. 55). В обоих случаях по мере уменьшения
скорости сечение быстро убывает от своего максимального зна-

значения благодаря приближению к адиабатическим условиям.
Максимум сечения отвечает тому случаю, когда относительная

скорость движения сравнима с орбитальными скоростями рас-
рассматриваемых электронов. С уменьшением скорости сечение
изменяется при этом тем быстрее, чем больше отклонение Д2?
от резонанса. В качестве грубого приближения зависимость сече-

сечения от скорости при почти адиабатических условиях может быть

охарактеризована функцией вида

Ce-a'v,

где а возрастает с увеличением Д2?. Многочисленные опытные иссле-

исследования возбуждения, вызываемого медленными ионами, подтвер-

подтверждают наличие такого рода зависимости сечения от величины Д2?.
Так, Эшшярд [33] показал, что ионы натрия с энергией от 300

до 3000 эв могут возбуждать атомы ртути (&Е — Ьэв), однако

сами они при этом не возбуждаются (для них Д? = 32эв).
Депель [34] нашел, что атомы водорода, энергия которых' мень-

меньше 1000 эв, могут возбудить атомы натрия и калия (Д2? = 2 эв),
но что даже при увеличении энергии до 20000 эв нет никаких

указаний на их собственное возбуждение при столкновениях

(Д# 10))
В приближении Борна резкое уменьшение сечения при адиа-

адиабатических условиях может быть получено только при некоторых
очень специальных предположениях. В этом легко убедиться,
сопоставив кривую // фиг. 56, соответствующую приближению
Борна, с кривой /, полученной с помощью метода возмущен-
возмущенных стационарных состояний. Случаи, при которых оба метода

приводят к одинаковым результатам, рассмотрены в § 2.
Хотя теория этих явлений и находится в качественном согла-

согласии с экспериментальными данными, она пока еще очень далека

от того, чтобы дать возможность хотя бы полуколичественной
оценки сечений, соответствующих процессам ионизации и возбу-
возбуждения медленными положительными ионами. С существующими

экспериментальными данными и их интерпретацией читатель

может ознакомиться по монографии Мессии Бургопа [1] (гл. VII
и VIII).

5. Обмен энергией между поступательным движением и вну-

внутренними колебанием и вращением молекулы. Здесь мы рас-
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смотрим методы вычисления вероятности изменения колебатель-

колебательного или вращательного состояния молекулы в результате ее

«толкновения с каким-либо атомом. Для этого необходимо знать

энергию взаимодействия молекулы с атомом.

Теоретические исследования этого вопроса ограничивались

д<? сих пор рассмотрением столкновений, при которых падающий
ат|ом движется вдоль прямой, соединяющей ядра двухатомной
молекулы; для таких столкновений наибольшими будут, повиди-

мому, вероятности колебательных переходов. Рассмотрим взаимо-

взаимодействие падающего атома с одним из атомов (массы Мв) моле-

молекулы. Энергию взаимодействия мы выберем в форме

j Ce-»% A2.28)

дающей, вероятно, очень хорошее приближение для расстояний,
-близких к расстоянию наибольшего сближения атомов; здесь г—

расстояние между атомом Мв и падающим атомом. Постоянная а

может быть определена путем сопоставления функции A2.28)
с. потенциалами, полученными Леннард-Джонсом на основании

экспериментальных данных о вязкости и теплопроводности газов

<см. [35]).
Обозначая через R расстояние между ядром падающего атома

и центром тяжести молекулы и через р
— расстояние между

колеблющимися ядрами молекулы, мы можем записать функ-
функцию A2.28) в форме

V{R, р) = е-«(Е+Ар)) A2.29)
где

а Мс— масса второго атома молекулы. Если мы предположим,
что колебание ядер является гармоническим, то характеризующие
его волновые функции будут представлять собой полиномы

Эрмита. Благодаря тому обстоятельству, что амплитуда колебания

ядер мала по сравнению с величиной 1/а, недиагональные матрич-
матричные элементы V, взятые по отношению к колебательным вол-

волновым функциям, также малы. Для вычисления вероятностей
перехода с достаточной степенью точности можно воспользоваться

методом, изложенным в гл. VIII, § 5 (метод искаженных волн).
Такого рода вычисления были произведены Ценером [36] для

несколько более простого случая и Джексоном и Моттом [37]
для поля A2.29). В последнем случае для лобового столкновения

были получены следующие результаты. Обозначим через рп,т

вероятность того, что колебательное квантовое число изменится

при столкновении от п до т; пусть, далее, Ма—масса падаю-

падающего атома, vn — относительная скорость до столкновения, ?>„,—
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относительная скорость после столкновения. В таком случае

где

ha '

¦nM*vm
ha

Мж + Мв + Мс

и v — собственная частота вибратора. Вероятность изменения

энергии, при котором п изменяется больше чем на единицу,
очень мала, за исключением случая очень больших энергий.

Этот результат показывает, что обмен энергией между посту-
поступательными и колебательными степенями свободы осуществляет-
осуществляется с трудом. Так, например, при одномерных столкновениях
атомов гелия с молекулами азота при комнатной температуре-
вероятность дезактивации молекулы азота из первого колебатель-
колебательного состояния есть величина порядка 6 • 10~7. Именно тем

обстоятельством, что вероятность обмена между колебательной,
и поступательной энергиями мала, объясняется, в частности,,

дисперсия и поглощение звука высокой частоты в различных
газах (см. § 1).

Аналогичные методы могут быть использованы также и при

рассмотрении вопроса о передаче колебательного возбуждения
от молекулы к молекуле при столкновении. Найдено, что даже

в случае точного резонанса вероятность передачи колебательной

энергии может быть очень малой. С увеличением приведенной
массы молекул и кинетической энергии их относительного дви-

движения сечение, соответствующее резонансу, возрастает; резо-
резонансный эффект является наиболее резким для тяжелых молекул.

Райе [38] применил эту теорию к исследованию' вопроса об-

активации различных сложных молекул при столкновении их

с молекулами того же сорта, атомами инертных газов и атомами

водорода. Он нашел при этом, что водород является столь же-

эффективным при столкновениях, как и сами молекулы, причем
значительно более эффективным, чем инертные газы. Эти резуль-
результаты находятся в согласии с опытными данными.

Этот метод был также успешно применен к теории коэффи-
коэффициента аккомодации атомов газа на твердой поверхности [37, 39].
Величина коэффициента аккомодации определяется скоростью»
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обмена поступательной энергии падающих атомов с колебатель-
колебательной энергией атомов твердого тела.

Теория возбуждения вращательного движения разработана
значительно менее полно; обмен энергией между поступательным
и вращательным. движениями, по всей вероятности, осущест-
осуществляется, сравнительно легко [36, 40]. Вопрос об обмене-

между колебательной и вращательной энергией молекул
освещен в ряде статей и монографий [1, 8, 41].

6. Скорости химических реакций. Соединение двух атомов А

и В в молекулу АВ, при котором избыточная энергия этих

атомов передается некоторому третьему атому С, можно рас-
рассматривать как процесс, обратный процессу возбуждения «непре-
«непрерывного колебательного состояния» молекулы АВ атомом С.

Однако для вычисления скоростей таких реакций описанные

выше методы до сих пор использованы не были. Существующие^
теории скоростей химических реакций носят статистический-

характер и основаны на применении метода переходного состоя-

состояния (гл. VIII, § 8) [42].
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Глава XIII

ЯДЕРНЫЕ СТОЛКНОВЕНИЯ

Со времени выхода в свет первого издания этой книги

« области ядерной физики достигнут значительный процесс.
Наличие сильных источников нейтронов и радиоактивных изото-

изотопов, получаемых при искусственных цепных реакциях в котлах,

несомненно приведет в ближайшем будущем к еще более быстрому
развитию физики ядра. В настоящей главе мы не ставим своей

задачей дать исчерпывающий обзор всех современных данных
о ядерных столкновениях, но предполагаем лишь проиллюстри-
проиллюстрировать теорию, изложенную в предыдущих главах (особенно,
в гл. II, III и VIII), в применении к исследованию ядерных
столкновений.

Принято обычно различать два типа ядерных столкновений:

столкновения, которые можно рассматривать в приближении
задачи об одной частице, и столкновения, которые могут быть

исследованы лишь с помощью метода комплекса (гл. VIII, § 8).
Ко второму типу относятся все столкновения между ядрами,

за исключением столкновений между очень легкими ядрами.

Изучение столкновений между наиболее легкими ядрами,
в частности между нейтронами и протонами, представляет,
однако, особый интерес, так как именно таким путем можно

надеяться получить подробные сведения о силах взаимодействия
между нуклонами. Поэтому прежде всего мы рассмотрим
столкновения между простейшими ядрами.

Столкновения, которые могут быть описаны только с помощью

метода комплекса, или метода составного ядра, в свою очередь

различаются по степени связанных с ними резонансных явле-

явлений.' В случае медленных нейтронов эти эффекты обнаружива-
обнаруживаются наиболее четко при столкновениях со средними и тяжелы-

тяжелыми ядрами. Бомбардировка протонами и а-частидами, напротив,
наиболее эффективна для изучения резонансных явлений

т легких ядрах. Этим вопросам посвящен § 2.
Физика медленных нейтронов отнюдь не исчерпывается изуче-

изучением резонансных явлений при столкновениях нейтронов со сред-
средними и тяжелыми ядрами. Столкновения медленных нейтронов
-со связанными протонами, их диффракция на кристаллах, поляри-
поляризация при рассеянии ферромагнетиками (благодаря магнитному
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взаимодействию с атомными электронами) — все эти явления,

представляющие весьма большой интерес, рассматриваются в § 3 и 4.

Столкновения быстрых частиц со средними и тяжелыми

ядрами представляют собой примеры таких случаев, когда имеет

место перекрытие резонансных уровней комплекса (гл. VIII, § 8);
эти вопросы рассматриваются вкратце в § 5.

Деление ядер рассматривается в заключительном § 6 как

пример дальнейшего приложения теории к исследованию ядер-
ядерных столкновений, а также реакций, возникающих между раз-
различными изотопами.

§ 1. Простейшие ядерные столкновения
и закон взаимодействия между нуклонами1)

1. Упругие столкновения нейтронов и протонов. Простей-
Простейшими ядерными столкновениями являются столкновения между

нейтроном и протоном и между двумя протонами. Эти столкно-

столкновения могут рассматриваться как задача об одной частице; их

исследование имеет весьма существенное значение для установ-
установления закона взаимодействия между нуклонами.

Рассмотрим прежде всего предельное значение сечения для

рассеяния нейтронов протонами при малых энергиях. Оно почти
полностью будет определяться рассеянием нейтронов с относи-

относительным моментом количества движения, равным нулю. Потен-

Потенциальная энергия силы, вызывающей рассеяние этих нейтронов,,
может быть представлена в виде потенциальной ямы ширины а.

и глубины kl%*/M, где М— масса нейтрона. Опыт показал, что-

в относительной системе координат угловое распределение рас-
рассеянных нейтронов с энергиями вплоть до 7 Мэв и даже боле&

высокими все еще изотропно и, следовательно, может относить-

относиться только к нейтронам с / = О, Поскольку приведенная длина
волны к/2п относительного движения нейтрона с энергией 7 Мэв-
и протона равна 3 • 10~13 см, отсюда следует, что ширина по-

потенциальной ямы не может значительно превышать эту вели-

величину. Полагая, что такая же потенциальная яма определяет-
и энергию связи дейтрона Ео, мы можем определить постоян-

постоянную к0,. воспользовавшись для этого соотношением

*2I/20l=-(*g~r)V2, A3.1.)

х) Изложение теории столкновений двух частиц в книге Мотта и Мессж
несколько устарело. Сейчас показано (Ландау и Смородипский, 1940 г.

-и ряд последующих работ американских авторов), что реконструировать
потенциал по наблюдению сечения невозможно. Из этих наблюдений можно»

лишь определить две постоянные, так называемые эффективный радиус-
и длина рассеяния (для каждого значения суммарного спина системы)-
Подробнее см., например, [107, 108]. (Црим. ред.)
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где х2= MEq/%2. Отсюда следует, что к0 должно быть велико по

«равнению с х. Для вычисления сечения рассеяния при малых

значениях энергии можно поэтому воспользоваться формулой
<2.33):

Q ~ *?*?-. A3.2)

где к— волновое число относительного движения. Пренебрегая
величиной ха по сравнению с единицей, получаем предельное
значение сечения для малых скоростей равным 2,4 • 10~24 см2;
опытные значения [1, 2] этой величины — около 21 • 10~24 см2.
Это расхождение лишь частично может быть отнесено за счет

пренебрежения величиной ха, которая не может быть значитель-

но больше единицы.

Для устранения этого расхождения Вигнер предположил,
что глубина ямы зависит от результирующего спина. Посколь-

Поскольку основное состояние дейтрона является триплетным, получаем

где \>? — MEj%, a Et— энергия связи в сингулетном состоянии1).
Для того чтобы получить по этой формуле экспериментальное
значение сечения рассеяния при к—>О, Ех следует положить

равным 50000 эв. На основании данных о рассеянии нельзя,
однако, установить, является ли этот уровень реальным или же

виртуальным. Этот вопрос может быть решен лишь путем изу-
изучения рассеяния медленных нейтронов в молекулярном водоро-
водороде (см. § 3), которое показывает, что рассматриваемый уровень
является виртуальным. Отсюда можно определить также и глу-
глубину потенциальной ямы для сингулетного состояния.

Эти соображения остаются справедливыми независимо от

конкретной формы взаимодействия. Существенно лишь, чтобы

радиус действия сил был мал, а также чтобы энергия связи была

мала по сравнению с глубиной потенциальной ямы. Если энер-
энергия взаимодействия характеризуется функцией вида

содержащей два неизвестных параметра С и а, то соотношение

между этими параметрами может быть найдено по известным

значениям энергии связи двух частиц, находящихся в состоя-;
ниях SS и XS,

1) В действительности формула A3.3) плохо согласуется с эксперимен-

экспериментом. Правильная формула должна содержать в каждом члене не. одну,;
а две постоянные. (См. об этом [107]). (Прим. ред.)
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Для того чтобы получить сведения о характере взаимодей-
взаимодействия частиц в состояниях с моментом количества движения,

отличным от нуля, необходимо исследовать рассеяние нейтронов,

приведенная длина волны которых (в системе центра инерции)-
меньше размеров области взаимодействия. Этот вопрос представ-
представляет весьма существенный интерес по следующим причинам.

Как известно, энергия связи тяжелых ядер приближенно
пропорциональна числу ядерных частиц А. Если бы взаимодей-
взаимодействие между этими частицами могло быть описано функцией
.типа A3.4), независимо от значения их относительных моментов-

количества движения, то энергия связи оказалась бы пропор-
пропорциональной А2. Этой трудности можно было бы избежать, если

бы на близких расстояниях функция f(r/a) описывала силы

отталкивания или же если бы при этом существовали силы

отталкивания между многими частицами. Вместо этих сложных

объяснений Гейзенберг [3] предположил, что энергия взаимо-

взаимодействия должна содержать в качестве множителя оператор Н

перестановки координат и спинов двух рассматриваемых частиц.

Майорана [4] показал далее, что необходимо ввести в рас-

рассмотрение дополнительный оператор М перестановки одних
лишь координат, для того чтобы энергия связи, приходящаяся
на одну частицу, возрастала вплоть до Не4, а не уменьшалась
бы после Н2.

Простейшее взаимодействие такого «обменного» типа имеет

вид

[(i-g)M+ gH]V(r), A3.5)

где g— некоторый параметр. Это взаимодействие одинаково по

величине для всех состояний данной мультиплетности, но имеет

различные знаки для состояний с четным и нечетным значением

момента количества движения. Для сингулетных состояний
оно в A — 2g) раз больше, чем для триплетных состояний; па-

параметр g может быть выбран таким образом, чтобы имело
место хорошее согласие с виртуальным значением энергии связи

дейтрона в состоянии lS.
«Обычное» взаимодействие можно было бы выбрать в форме

[(l-g)i + gMH]V(r). A3.6)

Хотя это дало бы такое же, что и A3.5), отношение между

значениями взаимодействия в сингулетном и триплетном состоя-

состояниях, равное A—2g), это взаимодействие остается, однако,

одинаковым не только по величине, но и по знаку для всех

состояний данной мультиплетности. Последнее обстоятельство

привело бы к так называемому отсутствию насыщения для
гяжелых ядер, т. е. к пропорциональности между энергией.
связи и величиной Az.
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Выбор между обменным взаимодействием A3.5) и обычным

взаимодействием типа A3.6) мог бы быть сделан, если бы можно-

было определить знак фазы для /мволны (/ = 1). Для обычных
сил типа A3.6) эти фазы положительны; для обменных сил-

A3.5) они, однако, отрицательны. Исследование причин откло-

отклонений от изотропности углового распределения в относительных
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Фиг. 57. Теоретические кривые угловых распределений в системе

центра инерции при рассеянии нейтронов протонами.
Кривые I ж II относятся соответственно к нейтронам с энергиями 13,3
ж 20,8 Мэе. Масштаб выбран таким образом, что во всех случаях
/(те/2)=1. а—вычисление с использованием потенциала взаимодействия
в виде сферической ямы; б—вычисление для случая экспоненциального

закона взаимодействия.

координатах могло бы дать возможность решить вопрос о вы-

выбор© взаимодействия того или иного типа. Энергия, при которой
такое отклонение впервые достигает заметной величины, должна
быть несколько больше для сил обменного типа, так как-

в случае потенциала сил отталкивания /ьфазы возрастают
в начале медленнее, чем в случае потенциала сил притяжения.
Поскольку радиус действия сил может быть определен как по

данным об энергиях связи трития, так и по данным о рассеянии-
протонов протонами, степень отклонения от изотропности может

быть найдена для сил обоего типа [5]. На фиг. 57 приведены
в относительных координатах кривые углового распределения*
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нейтронов с энергиями 13,8 и 20,8 Мэв, вычисленные для двух
типов функции f(r/a), содержащей либо «обычные», либо
-«обменные» операторы.

При дальнейшем возрастании энергии нейтронов становится

-существенным влияние моментов количества движения более
высоких порядков, так что различие между обычными и обмен-
обменными силами выражено уже не столь четко, фиг. 58' иллюстри-
иллюстрирует зависимость отношения

/(л)//(те/2), т. е. отношения

интенсивности рассеяния на

180° к интенсивности рассеяния

16

1.2

to

0 5 10 15 20
Энергия нейтрона (в Мэв)

Фиг. 58. Теоретические кривые
отношения !(¦*)/! (я/2) для рас-
рассеяния нейтронов протонами при
различных предположениях о законе

взаимодействия.
л—взаимодействие с потенциалом в виде
«ферияеской ямы: V(r)=— ПМэв(а <
2,8-10-13 см), V(r)=0 (а>2,8 • Ю-"
см); б—взаимодействие по экспоненци-
экспоненциальному вакону: V (г)=—С ехр (—2г/а) при

С=122 Мэв, а=1,73 • 10-18 см.
Сплошные кривые вычислены в пред-
предположении обменных сил, пунктирные—

обычных сил.
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Фиг. 59. Теоретическое угловое
распределение в системе центра
инерции для рассеяния нейтронов
с энергией 83 Мэв протонами в

предположении, что потенциал вза-

взаимодействия, как и в случае фиг.
57, о, описывается сферической ямой.

Сплошная кривая—вычисление в предпо-
предположении обменных сил, пунктирная—

обычных сил.

на 90°, от энергии нейтрона для сил того же типа, что и в случае*

представленном на фиг. 57.

При достаточно больших значениях энергии условия примв1-
нимости приближения Борна снова оказываются различными для

обоих типов сил. Согласно формуле G.5), дифференциальное
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сечение определяется выражением вида

2g)s], A3.7)| J
где n0>n = cos6. В случае обычных сил второй экспоненциаль-

экспоненциальный множитель следует брать здесь с отрицательным знаком,

тогда как введение обменных операторов меняет этот знак на

обратный. Величина 7F) имеет максимум, когда \кп0 ^ кп\ мало,
т. е. при малых значениях угла б для обычных сил и при 6 <** и

для обменных сил. В первом случае протоны будут вылетать

в основном под углами, близкими к 90° по отношению к направ-

направлению падающих нейтронов, а во втором случае
— в основном

в направлении падающих нейтронов. Этот эффект весьма сходен

с явлением обмена зарядами при столкновении иона с нейтраль-
нейтральным атомом того же сорта (гл. XII, § 3). Фиг. 59 иллюстрирует
этот эффект для нейтронов с энергией 83 Мэв при тех же пред-
предположениях о характере взаимодействия, что и в случае, пред-
представленном на фиг. 57 и 58.

Ясно, конечно, что существует много других возможностей

получения различных комбинаций обменного и других операторов.
Изучены [6] различные операторы, встречающиеся в мезонных

теориях, а также роль нецентрального взаимодействия [7] того

типа, который отвечает существованию квадрупольного момента

у дейтрона. Хотя во всех этих случаях получаются результаты,
отличающиеся друг от друга в своих деталях, все же описанным

выше путем оказывается возможным выяснить, по крайней мере
качественно, какого типа силы — обычные или обменные — играют

преобладающую роль при рассеянии.
В момент написания этой книги экспериментальные данные,

Полученные путем изучения рассеяния нейтронов с энергией
в несколько Мэв, не давали веских доказательств ни за, ни

против утверждения о том, что взаимодействие между ядрами
обладает в основном обменным характером. За последнее время [8]
было, однако, проведено исследование бомбардировки протонов

нейтронами с энергией 100 Мэв, полученных из дейтронов
с энергией 200 Мэв в 184-дюймовом циклотроне в Беркли. Хотя
точная интерпретация полученных при этом результатов является

затруднительной [106], тем не менее уже ясно, что в направле-
направлении падения нейтронов рассеивается большее количество прото-
протонов, чем это должно было бы иметь место для сил взаимодей-
взаимодействия обычного типа A3.6).

2. Рассеяние протонов протонами. Измерение интенсивности

рассеяния протонов протонами может быть осуществлено со зна-

значительно большей точностью, чем измерение интенсивности рас-

рассеяния нейтронов протонами. В этом случае мы можем, однако,

23 н. Мотт и Г. Месси
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получить лишь сведения о взаимодействии в состояниях, кото-

которые антисимметричны по отношению к перестановкам частиц.
Согласно результатам, полученным нами в гл. V, § 5, эф-

эффективное сечение для рассеяния на угол б протонов, облада-
обладающих скоростью v, неподвижными протонами определяется
выражением вида

/ (в) d«> = {31 / B0) - / (я - 26) |2 +1 / B0) Н- / (я + 20) |2} cos в dm,

A3.8)
ifle

/ (fl) =Ш 2 Bw+ 4) (e2i4n - !) рп (cos 6);

г\п выбрано здесь таким образом, что если Vn (r) + е2/г есть

взаимодействие между протонами, у которых квантовое число,

отвечающее моменту количества движения, равно п, то асимптоти-

асимптотическая форма собственного решения уравнения

;n = o A3.9)
имеет вид

sin(AT — a\u2kr —\т№+т\Л , A3.10)

где k = ^Mv/h, а = е2/ЙУ, a M — масса протона.
Можно записать

Тп = С„ + хп, A3.11)
где Cn = argT (I -j- г'а + га) — сдвиг фазы в отсутствие поля Vn(r),
так что

/F) = /cW + 2^2e2i"n(e2i: -1)Bn+ 1)/>«(cos6); A3.12)

/с F) представляет собой значение / F) при рассеянии одним

лишь кулоновым полем отталкивания, т. е.

/e(eH jj^i cosec2| ехр ( -win 2 sin2-i + 2»С0 +w). A3.13)

Воспользовавшись формулами A3.12) и A3.13), можно опре-
определить отношение R интенсивности рассеяния к интенсивности

рассеяния одним лишь кулоновым полем, выразив его через

фазы х„. Для протонов с малыми энергиями существенной
является только фаза г0. В этом случае

Д = 1+?, A3.14)

где /с определяется кулоновым полем и дается выражением

/с =-^ [cosec*e + sec*e - cos (a In tg2 в) cosec28 sec2e], A3.15)



§ 1. ПРОСТЕЙШИЕ ЯДЕРНЫЕ СТОЛКНОВЕНИЯ 355

а аномальное рассеяние 1а определяется выражением вида

)+

A3.16)

В частном случае в = 45° имеем

_д_1 sin2x0
о

Аномальное рассеяние протонов протонами впервые наблюдали
Уайт [9] и Тюв, Гейденбург и Хафстад [10]. В этой ранней
работе указывается на существование сил притяжения, действую-
действующих на малых расстояниях. Это заключение было подтверждено
затем подробными исследованиями Герба, Керста, Паркивсова
и Плейна [11]. Данные, полученные этими авторами, были

тщательно проанализированы Брейтом, Текстоном и Эйзенбу-
дом [12]. Эти исследования проведены для области значений

энергии от 860 до 2 392 кэв и углового интервала от 30 до 90°

для системы координат, связанной неподвижно с центром
тяжести системы. Для каждого значения энергии оказалось

возможным определить значение параметра у-0> подстановка кото-

которого в выражение A3.16) приводит к хорошему согласию

с наблюдаемой интенсивностью рассеяния в исследованном угло-
угловом интервале. Этот параметр оказался положительным, что

свидетельствует о том, что аномальная сила является силой

притяжения. Поскольку для получения согласия с опытнымш

данными не требовалось введения в рассмотрение фаз более
высокого порядка, например х1( ясно, что мы имеем здесь деле

с силами, которые, подобно силам взаимодействия между ней-

нейтронами и протонами, являются короткодействующими.
Брейт, Текстон и Эизенбуд [12]х) предположили, что аномаль-

аномальное взаимодействие может быть записано в форме A3.4); выбрав^
далее, определенную форму функции / (г/а), они попытались

получить более детальные сведения о характере взаимодействия
на ословании найденных значений фазы у.о. При этом было

установлено, что для функции / (г/а) данного вида можно

выбрать такую область значений г, в которой приближенно вос-

воспроизводится наблюдаемая зависимость у.о от энергии. Важнейшим

результатом этого исследования является заключение о том, что

для взаимодействия предполагаемого типа, аномальная сила

протон—протон почти равна по своей величине силе взаимодей-
взаимодействия между нейтроном и протоном в состоянии 1S.

См. также [13].
23*
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Эти результаты подтверждаются современными эксперимен-

экспериментальными [14] и теоретическими [15] исследованиями, которые
были проведены для значений энергии вплоть до 14,5 Мэв.
На фиг. 60 для иллюстрации сопоставлены значения фазы х0,
вычисленные в предположении, что аномальное взаимодействие

протон
— протон может быть апроксимировано сферической ямой

соответствующей ширины и глубины со значениями этой фазы,
полученными на основании экспериментальных данных.

60°

40"

20°

п°

хх

Г
/

хх'

4 6 8 10

Энергия протона (в Мэв)

14

Фиг. 60. Сопоставление значений фазового угла %0, опре-
определенных на основании данных о рассеянии протонов про-

протонами (указано крестиками) с теоретическими значения-
значениями х0 (сплошная кривая), вычисленными в предположе-

предположении аномального взаимодействия:

F (Г)=»-С (Г<в),
F(r)= 0 (r>a)

при С=10,5 Мэв, а = 2,8 • 10 3см.

Пока еще трудно ответить на вопрос о том, насколько близко

аномальное взаимодействие между двумя протонами в ^-состоя-
^-состоянии совпадает с взаимодействием между нейтроном и протоном
в состоянии х?; однако согласие между теорией и опытом без-

безусловно является удовлетворительным. В настоящее время нет

никаких определенных указаний на наличие какой-либо роли

фаз более высокого порядка. Так же, как и в случае столкно-

столкновений нейтронов с протонами, существенно определить знак

фазы хц поскольку он зависит от того, носят ли силы взаимо-

взаимодействия обменный характер.

3. Упругое рассеяние нейтронов и протонов дейтронами.
Единственными более сложными вопросами теории упругого рас-
рассеяния нуклонов, которые поддаются детальному математиче-

математическому исследованию, являются вопросы, связанные с взаимодей-
взаимодействием нейтронов или протонов с дейтронами. Даже в этом
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случае задача является чрезвычайно сложной, причем довольно

трудно оценить степень точности получаемых при ее решении

результатов. Наиболее подробные расчеты этого типа были про-
произведены Букингемом и Месси[16]1). Эти авторы предположили,
что взаимодействие между ядрами в основном может быть

охарактеризовано функцией вида

V{r) = -Се~2г'а,

где С = 242 тис2 и а =1,73 • Ю-13 см (см. фиг. 57 и 58), которая
связана с оператором либо обычного, либо обменного типа.

Применение этой функции приводит к хорошему согласию [19}
с экспериментальным значением энергии связи Н3. При таком

выборе взаимодействия задача о рассеянии была решена в том

же приближении, что и исследованная Морзе и Элиссом задача
о рассеянии медленных электронов атомами гелия с учетом
обмена (гл. X, § 6). При этом было получено хорошее согласие

с наблюдаемыми значениями [20] интенсивности и углового
распределения рассеянных протонов с исходной энергией
1,85 Мдв [16], в особенности для взаимодействия обменного типа,

При этих значениях энергий аномальное (некулоново) рассеяние
велико и зависит как от фазы х0, так и от фазы хх. Для ней-
нейтронов с энергиями от тепловой до 7 Мэв предположение
о наличии обменных сил [21] также приводит к вполне удовле-
удовлетворительному согласию с наблюдаемыми значениями полного

сечения, в особенности если учесть недостаточную точность

экспериментальных данных.
В заключение следует указать, что точность излагаемой

теории вызывает сомнения главным образом в отношении учета

роли поляризационных эффектов, обусловленных деформацией
дейтрона падающей частицей. Поскольку волновая функ-
функция xF(Ti-rT2, ri

— r3), используемая для описания рассеяния,

симметрична по отношению к координатам г1; г2, г3 всех трех
частиц, она должна содержать функции ср (гх -— г2), характеризу-
характеризующие возбужденные состояния дейтрона. Роль членов, которые

при „этом остаются неучтенными, пока еще не вполне ясна.

§ 2. Резонансные явления при ядерных столкновениях
с участием многих тел

Рассмотрим теперь явления, для которых приближение одной
частицы уже непригодно. Сюда относятся все ядерные столкно-

столкновения, за исключением столкновений между наиболее легкими

ядрами. В этих случаях следует применять метод комплекса

сталкивающихся частиц, или метод составного ядра. В гл. VIII

В случае рассеивания высоких энергий см. fl7, 18J,
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мы различали два существенных случая: случай, когда расстоя-
расстояние между уровнями комплекса больше ширины самих уровней,
и случай перекрывающихся уровней. Возникновения резонансных
эффектов можно ожидать только в первом случае. Изучение
этих явлений дает возможность не только проверить правиль-
правильность теоретических соображений, но также получить ценные
сведения о системе энергетических уровней сильно возбужден-
возбужденных ядер и относительной роли различных процессов, влияющих
на ширину уровней. В тех случаях, когда уровни перекрываются,
столь подробных данных получить нельзя. Для иллюстрации
этого метода рассмотрим прежде всего некоторые резонансные

реакции. Резонансные явления, связанные с тяжелыми и средними
ядрами, исследовались почти исключительно путем бомбарди-
бомбардировки этих ядер медленными нейтронами. В этом случае рас-
расстояние между уровнями при данном значении энергии возбу-
возбуждения значительно меньше, нежели в случае легких ядер (см. п. 1).
Поэтому, для того чтобы рассеяние между уровнями оставалось

большим, нежели их ширина, необходимо, чтобы степень возбу-
возбуждения ядер была по возможности малой. Это заставляет нас

ограничиться исследованием медленных частиц. Поэтому из рас-

рассмотрения исключаются также и заряженные частицы ввиду их

неспособности преодолеть высокий потенциальный барьер.
С другой стороны, резонансные явления в легких ядрах

изучались обычно с помощью заряженных частиц. Это объяс-
объясняется тем, что в случае легких ядер расстояния между уров-
уровнями относительно велики (см. п. 1), в связи с чем потребова-
потребовались бы нейтроны с энергиями порядка 103 —106 эв. Источники

нейтронов, обладающих такими энергиями, появились лишь

в последнее время, тогда как источники заряженных частиц,

например протонов и а-частиц, с такой же энергией известны

уже в течений ряда лет. В случае легких ядер потенциальный

барьер кулоновых сил достаточно низок для того, чтобы такие

частицы могли через него проникнуть. Поэтому вплоть до насто-

настоящего времени основные сведения о резонансных явлениях

в легких ядрах были получены в результате изучения раацада
этих ядер под действием а-частиц, радиоактивного захвата

протонцв и упругого рассеяния а-частиц и протонов. Эти сведе-
сведения являются менее подробными, нежели сведения, получаемые

при исследованиях, проводимых с помощью медленных нейтронов.
При изучении резонансных явлений принято пользоваться

«одночленной» формулой (8.130) в случае столкновений, сопро-
сопровождающихся перераспределением частиц, и формулой (8.132)
в случае упругого рассеяния. Если необходимо учесть влияние

нескольких резонансных уровней, то число неизвестных постоян-

постоянных в большинстве случаев столь велико, что эти формулы
становятся бесполезными. Тем не менее для многих реакций
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«одночленная» формула оказывается, невидимому, достаточной.
В гл. VIII, § 8, при рассмотрении метода комплекса столкнове-

столкновений мы не учитывали в явном виде возможности электромагнит-
электромагнитного излучения. Ясно, однако, что эта возможность может быть

учтена путем введения в рассмотрение соответствующей пар-
парциальной ширины уровня Гг, как это и будет сделано ниже.

1. Теоретическая оценка расстояний между уровнями состав-

составного ядра. Подробное рассмотрение методов теоретической оценки

расположения уровней составных ядер выходит за рамки этой
книги. Мы упомянем здесь лишь о полученных при этом резуль-
результатах, на основании которых можно сделать качественные заклю-

заключения о распределении уровней таких ядер.
В случае легких ядер наиболее правильной моделью яв-

является, повидимому, модель свободной частицы [22 — 24 ]1), видо-

видоизмененная Бардиным [26] для учета обменных сил. Согласно

этой модели, ядро рассматривается как смесь двух газов, состоя-

состоящих соответственно из нейтронов и протонов, подчиняющихся
статистике Ферми—Дирака и заключенных в потенциальный
ящик. В случае обменных сил эффективная глубина ящика

зависит от волнового числа рассматриваемой частицы [27);
именно этот эффект и был учтен Бардиным. Применяя методы

статистической физики, обычным путем находим величину рас-
расстояния между уровнями (в эв):

/) = 3-106а;4е-*, A3.17)
причем х равно

где Л —массовое число, U — энергия возбуждения в Мэв, а радиус

ядра R принят2) равным 1,48 А1'* ¦ 10~13 см.

Для средних и тяжелых ядер наилучшее приближение,
вероятно, дает капельная модель ядра, предложенная Бором
и Калькаром3). Если пренебречь влиянием объемных упругих
волн и взять то же значение радиуса ядра, что и в фор-
формуле {13.18L), то D оказывается равным (в эв) '

/) = 6,1 • 10M-№/. ехр(-0,65Л2Ь?/4''). A3.19)
В табл. 22 приведены некоторые типичные численные данные,

полученные с помощью формул A3.17) и A3.19). Сопоставляя

г) См. также [25].
2) Получен из радиуса радиоактивных ядер; величина х пропорцио-

пропорциональна радиусу ядер.
, 3) См. [23].

4) В формуле A3.19) экспонента пропорциональна радиусу ядра в сте-

а!вни "/,, а впереди стоящий множитель—в степени—3/,.
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их с экспериментальными дан-
данными (см. п. 2 и 3), мы видим,

что теоретические значения рас-

расстояний между уровнями оказы-

оказываются завышенными. Это и не

удивительно, так как в том

случае, когда в теоретическую

формулу входит
•

экспоненциаль-
экспоненциальный множитель, получить хоро-
хорошее согласие с опытом весьма

затруднительно. С другой сто-

стороны, обе формулы приводят
к важному заключению о том,

что расстояние между уров-
уровнями экспоненциально убывает
с возрастанием массового числа

А и энергии возбуждения U.

2. Резонансные явления в сред-
средних и тяжелых ядрах, связан-

связанные с медленными нейтронами.
Экспериментальные исследования,

приведшие к развитию физики
медленных нейтронов, относились

главным образом к нейтронам
с энергиями от долей электрон-
вольта до нескольких сот элект-

электрон-вольт. Такие нейтроны не

обладают достаточной энергией
для возбуждения ядра при не-

неупругом столкновении, а соот-

соответствующая длина волны значи-

значительно превышает размеры ядра
(длина волны нейтрона с энер-
энергией V дв равна 2,6 • 10~9 V-1/* см).
В результате, экспериментальные
возможности оказываются при
этом весьма ограниченными, что

облегчает теоретическое истолко-

истолкование получаемых результатов.

Следуя методу комплекса

столкновений, мы будем полагать,,
что столкновение медленного

нейтрона с ядром приводит сперва
к образованию некоторого ком-

комплекса, составного ядра, которое
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затем распадается с освобождением избыточной энергии. Воз-
Возможны пять способов такого распада: 1) испускание нейтрона
с исходной энергией; в этом случае столкновение является

упругим; 2) испускание у-излучения; в этом случае столкнове-

столкновение приводит к захвату нейтрона, сопровождающемуся излуче-
излучением; 3) испускание а-частицы; 4) испускание протона; 5) распад
комплекса на осколки сравнимых размеров, т. е. деление ядра.

По причинам энергетического характера деление ядра, обу-
обусловленное столкновениями с медленными нейтронами, может

иметь место только для ограниченного числа тяжелых ядер.
Эти вопросы частично будут рассмотрены в § 6. Также по энер-
энергетическим причинам и ядерные столкновения, сопровождающиеся
испусканием а-частиц или протонов, могут иметь место только

для ограниченного числа легких ядер. Таким образом, в общем
случае столкновение ядра с медленным нейтроном приводит
либо к упругому рассеянию нейтрона, либо к его захвату,
сопровождающемуся излучением. Поэтому мы ограничимся сперва
лишь рассмотрением этого типа столкновений.

Применение «одночленной» формулы. Если мы предположим, что

при столкновениях с медленными нейтронами основные эффекты
связаны с отдельным резонансным уровнем составного ядра, то

для определения сечения захвата можно воспользоваться форму-
формулой гл. VIII, § 8, дающей

Q =

*

A +
1

^ Irl«
. A3.20)

Составное ядро может распасться либо с испусканием нейтрона
с его первоначальной энергией, либо с испусканием излучения.
Пусть Гп и Гг представляют собой соответствующие значения

парциальной ширины уровней, Er— резонансная энергия,
Е — энергия нейтрона и Л —его волновое число. Множитель

-о" 11 ± l/Bs+l)] соответствует тому случаю, когда бомбарди-

бомбардируемое ядро имеет спиновое квантовое число s, а знак ± опре-
определяется квантовым числом резонансного уровня комплекса,.

равным s ± у •

Аналогичным образом для упругого рассеяния получаем

<?упр. - Т "ft!" { (j1 ± 2s +
2ikR +
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При этом верхние знаки соответствуют тому случаю, когда

квантовое число резонансного уровня равно s-\--^ ,
а нижние —

тому случаю, когда оно равно s —
-^ . При выводе этой форму-

формулы предполагалось, что kR мало (Л —радиус ядра).
Отметим прежде всего некоторые общие свойства этих фор-

формул. Зависимость Qe от энергии в случае нейтронов с энергия-
энергиями, близкими к Er, имеет явно выраженный резонансный
характер, причем он тем резче выражен, чем меньше общая
ширина уровня Г (= Г,. + Г„). Кроме того, при определенных

условиях наблюдаются два других характерных вида изменения

энергии. В гл. VIII, § 8, было показано, что при малых ско-

скоростях Гп пропорционально скорости нейтрона v. Следовательно,
лри малых скоростях Qc меняется как v~l при условии, что

знаменатель формулы A3.20) лишь слабо зависит от Е. Это

будет иметь место тогда, когда либо ER, либо Г много больше

Е; как это будет показано ниже, это условие проще всего

выполняется в случае легких ядер, обладающих широкими
уровнями, расположенными на больших расстояниях друг от

друга.
В том случае, когда резонансная энергия отрицательна, Qc

будет монотонно убывать с возрастанием энергии нейтрона,
вначале как Е~^2, а затем как Е~5/2. Если условия таковы,
-что сечение захвата меняется, как Е~г^, то сечение рассеяния
не будет зависеть от Е, так как оба члена, заключенных

в скобки в формуле A3.21), пропорциональны Е. При этих

условиях полное сечение имеет вид деЕ~1/2 -]- qs, причем первый
<член соответствует здесь радиационному захвату, а второй —

упругому рассеянию; qc и ^
— постоянные.

Если известен спиновый множитель [1 ± l/Bs-f 1)], то сече-

мше захвата определяется резонансной энергией и величинами

Г„ и Гг. Записывая Г„ в форме

A3.22)

где Г? — ширина нейтронного уровня в точке резонанса, мы

лолучаем следующую формулу для сечения (^акс' при точном

резонансе:

'l±^lr-Y A3.23)0
Зная <$*акс- и ER, можно определить отношение Ггг?/(г?+ ГгJ.
Изучая зависимость Qe от Е, можно непосредственно измерить
также и величину Гг + Гп. Это дает нам значение суммы и про-

произведения Г„ и Гг, так что оказывается возможным вычислить
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в отдельности величины Г^ и Гг, определяющие парциальные
значения ширины резонансных уровней. Неясным остается только

вопрос о том, которая из этих величин больше. Для решения
этого вопроса следует использовать данные об упругом рассея-
рассеянии. Резонансная часть сечения равна (?СГ^/ГГ, где Qc — сечение

захвата. Величина Qc\'^/Гг будет больше или меньше, нежели Qc,
в зависимости от соотношения между нейтронной и радиацион-
радиационной ширинами уровня. За исключением случая легких элемен-

элементов, Гг обычно значительно больше Г^.
Спиновый множитель в большинстве случаев неизвестен,

а присутствие в поглощающем веществе нескольких изотопов

также вносит некоторую неопределенность в результаты. При
анализе экспериментальных данных следует, кроме того, поза-

позаботиться о том, чтобы наблюдаемый резонанс не был в значи-

значительной степени обусловлен так называемым допплеровым рас-
расширением, т. е. влиянием теплового движения бомбардируемых
ядер. Допплеровому расширению1) соответствует кажущаяся
ширина уровня Д, равная

Здесь т — масса нейтрона, М — масса ядра, Т — температура
вещества, содержащего рассматриваемые ядра, а х — постоянная

Больцмана.
Экспериментальные данные. Значительные успехи техники,

достигнутые за последние годы, сделали возможным более

детальное исследование сечений медленных нейтронов. Мы огра-
ограничимся здесь рассмотрением некоторых результатов, получен-
полученных в последних работах. Обзор более ранних работ по этому
вопросу, в которых использовались косвенные методы опреде-
определения сечений, содержится в статье Бете [23].

Наличие мощных источников нейтронов в виде урановых
котлов позволяет получать монохроматические лучки медленных

нейтронов, используя для этого брегговские отражения под

соответствующим углом от поверхности кристаллов, таких как

LiF.- Пользуясь такими пучками, можно провести исследования,
необходимые для указанного выше анализа.

Весьма полезным оказался метод модулированного источника

нейтронов, предложенный впервые Альварецом [28], а также

Фертелем, Гиббсом, Муном, Томсоном и Вин-Вильямсом [29].
С помощью дискриминирующего усилителя или другого анало-

аналогичного прибора можно отобрать для изучения только такие

нейтроны, которые поступают в детектирующую систему в те-

») См. [23].
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чение определенного заданного промежутка времени с момента

их выхода из источника, т. е. можно отобрать нейтроны в задан-

заданном интервале скоростей. Этот метод дает возможность опре-
определить резонансные энергии, а также значение произведения

(?макс. Г2; однако он не обладает пока достаточно высокой

разрешающей способностью для того, чтобы- можно было опреде-
определить величину ^макс-. В той области, где Qc пропорционально Е~112,
этот метод может быть использован для определения дс и qs.

С точки зрения возможностей изучения поглощения ней-

нейтронов, одним из наиболее подходящих элементов является

кадмий. Это связано с тем, что

кадмий в сильной степени погло-

поглощает нейтроны, обладающие обыч-
обычной тепловой энергией. Поэтому
данные о константах, характери-

характеризующих возбужденный комплекс,

образовавшийся в результате за-

захвата медленного нейтрона кадмием,
являются более точными и надеж-

надежными, чем для любого другого эле-

элемента.

Фиг. 61 иллюстрирует зависи-

зависимость полного сечения захвата ней-

нейтронов кадмием от энергии по дан-

0,2 0,3 ОА 0.5 0,6
Энергия нейтрона (в эв)

Фиг. 61. Наблюдаемое полное
сечение поглощения медлен-

медленных нейтронов в кадмии.

ным Сойера, Воллана, Бернштей-
на и Петерсона [30], полученным по

методу диффракции нейтронов от

кристалла. Резонансный характер
поглощения в этом случае очеви-

очевиден; при этом показано, что вели-

величина сечения хорошо согласуется со значением, вычисленным

по формуле A3.20), яри (?ГКС" = 7,25 - 10~21 см2, ER = 0,178 эв

и Г = 0,110 эв. Эти результаты находятся в очень хорошем согла-

согласии с данными, полученными недавно другими авторами [31— 33].
Мойер, Петере и Шмидт [34] показали, что за столь сильное

поглощение нейтронов кадмием ответственным является изотоп

Cd113, содержание которого в естественном элементе состав-

составляет 12,3%. Спиновое квантовое число этого изотопа равно 7г-
Даннинг, Петрам, Финк и Митчел [35] установили, что сечение

упругого рассеяния не превышает 1% величины полного сече-

сечения. Наконец, измерения Бермана [36] показали, что сечение^

упругого рассеяния равно D0 ± Щ • 10~24 см.

На основании этих данных Гг и Г^ равны соответственно

0,11 • 10~3 и 0,60 • 10~3 эв, а угловое квантовое число резонанс-
ноге уровня равно единице, а не нулю.
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Для других элементов мы не располагаем столь полными

и достоверными данными, как для кадмия. В табл. 23 приве-
приведены результаты ряда измерений сечений для различных эле-

элементов1). Эти данные по возможности подвергнуты тщательному
анализу, причем в ряде случаев сделаны предположения о воз-

возможном присутствии того или иного изотопа, а спиновый мно-

множитель [l±l/Bs+ l)] принят равным единице. Следует ука-
указать, что европий, диспрозий и ртуть обнаруживают резонансные

уровни с малой отрицательной энергией.
Во всех случаях составное ядро, образовавшееся в резуль-

результате захвата нейтрона, обладает энергией возбуждения порядка
7 — 9 • 10е эв. Исследование распределения резонансных энергий
дает возможность сделать некоторые выводы также и о рас-
расстояниях между уровнями для данного возбужденного состояния.

Особый интерес представляет случай тантала, состоящего только

из одного изотопа. В этом случае наблюдается пять резонанс-
резонансных уровней в интервале между 0 и 40 эв; это указывает на то,

что для тяжелого ядра расстояние между уровнями несколько
меньше 10 эв. Аналогичный результат получен и для иода,

который также состоит из одного изотопа; из приведенной
таблицы следует, однако, что для более легких ядер расстояние

между уровнями увеличивается. Кобальт и марганец не обнару-
обнаруживают резонансных уровней при энергиях ниже 100 эв;
аналогичные результаты были получены в более ранних иссле-

исследованиях также для меди и мышьяка. Этого и следовало ожидать,

поскольку более легкие ядра обладают меньшим числом сте-

степеней свободы (см. п. 1).
Радиационная ширина уровня для большинства ядер остается

близкой к 0,1 эв. Согласно теории, истинная нейтронная ширина

уровня должна быть примерно пропорциональна Er2 для сосед-

соседних (с ядром кадмия) ядер. Воспользовавшись для определения
постоянных данными, полученными для кадмия, находим

Г2 = 1,4 ?д/2 • Ю-3 эв, A3.24)
где Er измерено в электрон-вольтах.

Экспериментальные данные, полученные для соседних с кад-

кадмием элементов, недостаточно точны, и анализ их не настолько

•однозначен, чтобы можно было говорить о всеобщей примени-
применимости этого соотношения. Тем не менее оно все же не нахо-

находится в противоречии с опытными данными. Это следует напри-
например, из пятого столбца табл. 23, в котором значения Гп,
вычисленные по формуле A3.24) (взяты в круглые скобки),
•сопоставлены с экспериментальными значениями этой величины.

Данные, полученные для иридия, свидетельствуют о том, что

*) Последующие результаты см. [37].



Таблица 23

Эле-

Элемент

Мп

Со

Zr

Rh

Ag
Cd

In

Sb
I

Резонансные энергии

Ед (в эв)

300

115
1,1; 2,3; 7,6
1,28
5,1; 16; 45

0,178

1,44; 3,8; 8,6

5,8; 15; 21
20,6; 32; 42

Максимальное
значение

сечения!)

г,макс.
с

(в 10-24 см»)

4 000

7 250

26000

[80]

Радиационная
ширина
уровня!)

Гг (в ее)

0,16

0,11

0,09

[0,45]

Ширина
УРОВНЯ1),
отвечающая
испусканию
нейтрона

Гп(в 10-з эв)

0,43

0,60

1,8 A,7)

[0,4] F,3)

-ип
м

К

I?
а*

0,04

0,013

0,036

0,126

Предельное вна-

чение сечения при
малых скоростях

9„[в 10-24
(вольтI'*

смЦ

2,24

6,4
0,74

9,05

0,64
1,12

4s (в
Ю-24

СМ»-)

2,3

6,7
6,8

6,6

4,2
3,8

Л
п.

терату]
в
Н

32

40
39
47

32, 38

30—33

39

32
40

Примечание

Резонансное сече-
сечение, обусловленное в

основном упругим
рассеянием [44, 45]

То же [46]

Резонанс обуслов-
обусловлен Cd113 [34] (содер-
(содержание 12,3%); спин,

равный х/2, и J=l

принадлежат уровню
комплекса

Резонанс приписы-
приписывается In115 (содер-
(содержание 95,5%)

Цифры в квадрат-
квадратных скобках являют-

являются весьма прибли-
приближенными [43]



Sm

Eu

Gd

Та

W

Os

Ir

Pt

Au

Hg

Tl

0,096; 10; 33

—0,011; 0,465; 3,3;
9,2; 22

0,031

—1,01

4,1; 10; 13; 22; 37

4,0; 7,4; 18,0

6,5; 8,8; 20; 28;
42

0,63; 1,35; 6,0

11,5: 18,2

4,8

-2,0

15 500

—,5 670

44 000

[530] [605]

0,074

-,0,20

0,095

0,10

0,34@,43)

-,0,54@,95)

0,42@,25)

[0,25] [0,36] [0,11] [0,25]

0,008

0,0172

0,004

3,0

2,72

2,7

64

1,0

0,E

7,2

5,7

15

14

12

9,7

42

42

42

39

39

40

40,32

39

39

41

40

Резонанс обуслов-
обусловлен Sm14» [41] (со-
(содержание 17%)

Резонанс приписы-
приписывается любому ив

двухивотопов (содер-
(содержание 50%)

Резонанс обуслов-
обусловлен Gd167 [41] (содер-
(содержание 17%)

Первый резонанс
приписывается Ir1»1

(содержание 38%),
второй—Ir1»3 (содер-
(содержание 62%)

1) Для ваиввзшего положительного резонансного уровня.
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постоянная в формуле A3.24) уменьшается в случае более
тяжелых ядер, как этого и следовало ожидать [см. формулу (8.31)]. •

С другой стороны, нейтронная ширина уровня должна быть
значительно больше в случае более легких элементов, отчасти

из-за более высокой энергии резонансных уровней, отчасти

в связи с тем, что энергия возбуждения распределяется при
этом между меньшим числом степеней свободы. Это увеличивает
вероятность того, что щя отдельную частицу комплекса придется
достаточно большая энергия, в результате чего она сможет

покинуть комплекс. Это заключение подтверждается эксперимен-
экспериментальными данными, согласно которым в случае кобальта [45,46]
и марганца [48] резонанс связан главным образом с упругим
рассеянием, а не с радиационным захватом.

Согласно «одночленной» формуле, сечение захвата в предель-
предельном случае малых скоростей, дсЕ~112, определяется выражением
вида

А2 '' i ^ „IV1; . A3.25)

Поскольку здесь не учтены более далекие уровни, эта формула
не всегда справедлива. Можно, однако, ожидать, что величина

<7е будет меняться неправильным образом при переходе от эле-

элемента к элементу, что и имеет место на самом деле. С другой
стороны, qs определяется существенным образом также и потен-

потенциальным рассеянием, которое пропорционально эффективному
геометрическому сечению ядра и должно меняться, как А2!3,
где Л —массовое число. Поэтому qs должно изменяться значи-

значительно более плавно, нежели дс, при переходе от элемента

к элементу и возрастать по мере увеличения массового числа.

-Это заключение находится в согласии с опытными данными.
. Таким образом, на основании известных опытных данных

можно принять следующие средние значения различных посто-

постоянных, связанных с медленными нейтронами, т. е. с составными

ядрами, обладающими энергией возбуждения порядка 7 —10 эв:

Расстояние между уровнями для средних и тяжелых

ядер .
5 —10 эв

Радиационная ширина уровня 0,12 »

Ширина уровня, соответствующая вылету нейтрона
(для ядер с массовым числом~ 100) 1,4J?r2-10~3 »

3. Резонансные явления в легких ядрах. Резонансные стол-

столкновения с нейтронами средней энергии. Как уже указывалось
выше, изучение резонансных явлений, связанных со столкно-

столкновениями нейтронов с легкими ядрами, еще только начинается.

Расстояния между уровнями в таких ядрах — величины порядка
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десятков киловольт, а источники нейтронов, обладающих такими

значениями энергии, только сейчас становятся доступными.
Наиболее подробным исследованием в этой области, известным
в настоящее время, является работа Сигондоллара и Баршалла
[49]1), измеривших полное сечение алюминия для нейтронов
с энергиями от 10 до 1000 кэв. При этом было обнаружено
десять резонансных уровней, что соответствует средним расстоя-
расстояниям между ними порядка 100 кэв при энергии возбуждения
9 Мэв. Для нейтронов с энергией 155 кэв ширина уровня лежит

в интервале между 16 и 35 кэв. Эта ширина почти полностью

обусловлена упругим рассеянием, так как радиационная ширина
вряд ли превышает несколько электрон-вольт. Для сравнения
с нейтронной шириной уровней средних и тяжелых ядер можно
воспользоваться соотношением

Bt\4t

где Г (Ех) и Г (Е2) представляют собой соответственно значения

нейтронной ширины уровней при энергиях нейтрона Ех и Е2.
Наблюдаемая ширина уровня алюминия, приведенная к энер-
энергии нейтрона 1 эв, лежит между 40 и 80 эв. Эта величина больше
чем в 10 раз превышает соответствующую ширину уровня для кад-
кадмия, что лишний раз свидетельствует о том, что ширина уровня
быстро возрастает по мере уменьшения числа степени свободы ядра.

Радиационный захват протонов. Одночленная формула дает
в этом случае для сечения радиационного захвата

> <13-26>

где Гр — парциальная ширина уровня, соответствующая повтор-

повторному испусканию протонов с их первоначальной энергией. Если

предполагается, что вероятность распада составного ядра с испу-
испусканием протонов или других частиц, обладающих энергией,
меньшей исходной, мала, то Г = ГГ + ГР.

Формула, определяющая ширину протонного уровня Гр, содер-
содержит множитель, представляющий собой вероятность проникнове-
проникновения протона через кулонов потенциальный барьер, и может быть
записана в виде (см. гл. III, § 5)

(!I/2Г?, A3.27)

где Гр —ширина уровня в отсутствие барьера или энергии, равной
резонансной энергии Er. Первый множитель представляет собой

J) См. также [50].
24 н. Мотт и Г. Месои
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вероятность проникновения протонов с энергией Е через барьер.
Эта вероятность определяется формулой C.36).

Как и в случае медленных нейтронов, мы будем предполагать,
что эффективными являются только протоны, момент количества

движения которых равен нулю.

Для легких ядер Гр значительно больше, нежели Гг. Радиа-
Радиационный захват приобретает более существенную роль, чем упру-
упругое рассеяние, только при таких малых значениях энергии, когда
е~р очень мало. Во всех остальных случаях можно считать, что

г ~ Г
ip ~ i .

О захвате протонов имеется значительно меньше эксперимен-
экспериментальных данных, чем о поглощении медленных нейтронов. Боль-

Большая часть исследований предпринималась до сих пор прежде
всего для измерения резонансных энергий; в некоторых случаях
была определена также полная (эффективная протонная) ширина
и интегральный выход по всему резонансному уровню. Последний
определяется формулой вида

*0) <13'28>

Наиболее тщательно исследована, невидимому, реакция за-

захвата протона Li7 [51, 52]:

Li' + H1 -> Be8* -> Ве8 + у. A3.29)
В этом случае резонансный уровень наблюдается при энергии про-
протона в 440 кэв, а ширина этого уровня составляет 11 кэв. Из дан-
данных об интегральном выходе следует, что Гг равно при этом 4 эв,
если мы положим в формуле A3.28) s= 3/2 и выберем в ней отри-
отрицательный знак. В этом случае е~р = 1/3,5, так что Г^ величина

порядка 40 кэв. Это значение может быть приведено к значению

ширины уровня при энергии 1 эв, если мы умножим Гр на

D,4-105)~1/з. Это дает 60 эв, тогда как нейтронная ширина уровня
в случае средних и тяжелых ядер составляет 10~4 эв и в случае
алюминия—40—80 эв.

Резонансный уровень составного ядра Бе8 также был иссле-

исследован путем изучения упругого рассеяния протонов литием

(см. ниже). Поскольку известно, что Be8 легко распадается на две

а-частицы [53], казалось бы, не следует пренебрегать расши-
расширением уровня, отвечающим возможности такого распада. В дей-

действительности, однако, ожидаемая ширина уровня, обусловлен-
обусловленная а-распадом, значительно превышает наблюдаемую полную
ширину; невидимому, в силу правил отбора, процесс а-распада
в этом случае оказывается запрещенным. Это могло иметь место,

если бы уровень составного ядра Be8, образовавшегося в резуль-
результате захвата протона, был нечетным, или же если бы ему отве-

отвечало нечетное значение полного момента количества движения.
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Эта точка зрения подтверждается более поздними исследованиями

рассеяния протонов (см. ниже).
Значения резонансных энергий для захвата протонов различ-

различными легкими ядрами приведены в табл. 24. Случай фтора также

Таблица 24

Резонансные уровни ядерных комплексов, образовавшихся
путем захвата протона

Исходное

ядро

Li'
Be»
В»
С"
С»

Na22

Mg«

Mg2e

Составное

ядро

Be8

В10

С12

N13

N14

Ne20

Mg24

Al26

Al2'
S32

Резонансные линии

энергия протона

(в кэв)

440

350; 670

180; 650; 850; 950
480
570

330; 470; 590; 670;
860; 920

425; 525; 570; 690;
755; 875

180; 410; 480; 575; 825

580; 680; 1000

460; 580; 700; 950

энергия возбуждения
(в Мае)

17,8
6,8; 7,1
16,3; 16,7;16,9; 17,0
2,5
8,2
13,-3; 13,5; 13,6
13,7; 13,9; 13,9
11,3: И,4; 11,5
11,6; 11,7; 11,8
8,0; 8,2; 8,3
о /. ОД
о,4, о,о

7,7; 7,8; 8,1

9,9; 10,0; 10,1; 10,4

Я
Q 8 о

и

S

S&'

51, 57
54
54
54
54

54—56

57

57

57
57

был исследован довольно подробно [52, 55, 56]; истолкование

полученных при этом результатов оказывается, однако, еще более

затруднительным. Найдено, что в этом случае имеет место ряд
последовательных реакций, сопровождающихся у-излучением:

О*6
A3.30)

Конкурирующими друг с другом процессами при распаде состав-

составных ядер неона являются процессы испускания короткопробеж-
ных и "длинопробежных а-частиц, а также повторного испускания

протонов. Теоретическая сторона этого вопроса была рассмотрена

Шиффом '[58].
Резонансный распад ядер под действием а-частиц. резонансные

эффекты при ядерных столкновениях впервые наблюдались при

.распаде легких ядер под действием а-частиц [63]. В то время зти

явления интерпретировались с точки зрения теории одной ча-

частицы, согласно которой резонансные эффекты могут иметь место

лишь в том случае, когда энергия падающих а-частиц лежит ниже

кулонова барьера. С точки зрения теории многих частиц, это усло-

условие, строго говоря, уже не справедливо; практически оно все же

24*
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остается в значительной степени верным по следующим соображе-
соображениям. При больших значениях момента количества движения

проницаемость барьера очень быстро убывает. Поэтому уровни
составных ядер, которые образуются в результате захвата а-частиц
с энергиями, лежащими ниже барьера, будут соответствовать ма-

малым значениям момента количества движения. Эти уровни распо-
расположены на относительно больших расстояниях друг от друга,
и резонансные эффекты не маскируются их перекрытием. В том

случае, когда а-частицы обладают энергией, достаточной для того,

чтобы проникнуть через барьер, на момент количества движения

составного ядра налагается значительно меньше ограничений.
Эффективные резонансные уровни располагаются в результате
более тесно, перекрывая друг друга настолько, что резонансные

эффекты оказываются затушеванными.

Таблица 25

Резонансные уровни ядерных комплексов, образовавшихся
'

путем захвата а-частицы

Исходное

ядро

Be»
В10
В"
N"
pi»

Mf*
Al"

Составное

ядро

С18
N14
N16
pie

Naa3
Si28
рз1

Резонансные уровни

энергия а-части-
а-частицы (в Мэв)

3,4; 4,8
4,2
3,2
3,6
3,7; 4,1
5,7; 6,3
4,0; 4,5

4,9; 5,3
5,8; 6,6

энергия возбуж-
возбуждения составного

ядра (в Мае)

12,8; 13,8
14,8
13,4
8,2
14,5; 14,8
13,7; 14,2
12,0; 12,4
12,8; 13,1
13,6; 14,3

Ширина уровня

<в Мае)

0,3; 0,3
0,5
0,4
0

0,10; 0,13
0,12; 0,13
0,10
0,07; 0,13
0,12

Литера-

Литература

59
60
61
62
63
63
64
65
65

В табл. 25 приведены данные о резонансных уровнях, полу-
полученные на основании ряда наблюдений. Полная ширина уровня,
невидимому, в значительной степени обусловлена не повторным
испусканием а-частицы, а испусканием некоторой другой частицы.
Как видно из таблицы, в большинстве случаев наблюдается испу-
испускание не одной, а нескольких групп частиц, что соответствует
различным, конечным состояниям ядра. Средняя ширина уровня
для отдельной группы получается путем деления полной ширины
на число групп. В результате оказывается, например, что для

составных ядер С13, N14 и Р31 протонная (или нейтронная) ширина
уровня для данного конечного состояния составляет соответ-

соответственно около 0,1; 0,06 и 0,02 Мэв. Средняя энергия испускаемых
частиц равна примерно 5 Мэв, так что парциальная ширина уровня,
приведенная к энергии в 1 эв, лежит в интервале от 25 до 50 эв для
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С13 и N14 и составляет около 10 эв для Р31. Эти величины того же

порядка, что и полученные на основании изучения столкновений

ядер с нейтронами и данных о радиационном захвате протонов.
Если известен момент количества движения резонансного-

уровня, то ширина уровня, соответствующего испусканию а-части-

цы, может быть определена также и по интегральному выходу рас-
распада ядра с помощью формулы A3.28), если мы заменим в ней Гг
на Га. Таким путем найдено, что для алюминия [1 + l/Bs+ 1)]Га =
= 60 кэв, т. е. величина того же порядка, что и полная ширина
уровня, равная 90 кэв.

Данные о ширине уровней и о расстояниях между ними для

легких ядер. Сопоставляя результаты, полученные на основании

упомянутых выше опытов, мы получаем следующие данные для

легких ядер. Расстояние между уровнями при энергии возбужде-
возбуждения около 14 Мэв для С приближенно равно 1 Мэв, для Ne прибли-
приближенно равно 0,1 Мэв. Ширина уровня, отвечающего захвату ча-

частицы (приведенная к энергии 1 эв без учета наличия барьера),
для Be8 приближенно равна 60 эв, для Р31 приближенно равна
10 эв. Ширина радиационного уровня приближенно равна 1—5 эв.

Упругое рассеяние заряженных частиц легкими ядрами. Рас-
Рассмотрим прежде всего тот случай, когда соударяющиеся частицы

обладают спином, равным нулю. В этом случае может быть при-
применена формула (8.132), дающая для дифференциального сечения

следующее выражение:

A3.31)
i

где

"¦*¦'" ^ a

A3.32)
н Е- a

Здесь 7]j — сдвиг фазы, вызванный потенциальным рассеянием;
он приближенно равен сдвигу фазы, обусловленному совокуп-
совокупностью бесконечно глубокой потенциальной ямы радиуса R и ку-
лонова поля. Суммирование производится по всем резонансным

уровням составного ядра, которым соответствует квантовое число /,
отвечающее моменту количества движения, Г — полная ширина
уровня Er, а Га—парциальная ширина уровня, отвечающая по-

повторному испусканию падающей частицы (обычно а-частицы) с ее

первоначальной энергией.
В большинстве случаев можно пренебречь влиянием всех ре-

резонансных уровней, за исключением ближайшего. Кроме того,
мы предположим сперва, что полная ширина уровня определяется
только процессами упругого рассеяния и излучения. Для легких

ядер радиационная ширина уровня ничтожна по сравнению с шит

риной уровня, соответствующей рассеянию частиц, за исключе-
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нием случая частиц с очень малой энергией. В таком случае можно

положить

E-EB+j-iV
где

и- \
E2R_E) ¦ A3.34)

Это дает

Sl--^e^i-i, A3.35)
причем

^ = т,г-5г. A3.36)
Выражение, определяющее дифференциальное сечение, приобре-
приобретает, таким образом, стандартный вид [см. формулу B.17)], при-
причем фазовый сдвиг представляет собой сумму членов, обусловлен-
обусловленных потенциальным рассеянием и влиянием соседнего резонанс-
резонансного уровня.

В случае рассеяния заряженных частиц наибольший интерес
представляет величина R, равная отношению дифференциального
сечения к сечению, соответствующему одному лишь кулонову
полю. Воспользовавшись теми же приемами, что и при исследова-
исследовании столкновений протонов с протонами, получаем

X(ez"i~l) B/-|-l)P,(cos6)|\ A3.37)

где a. = ZZ'e2/Jiv, Z, Z' — заряды ядер, a v — относительная ско-

скорость, Сг — сдвиг фазы, вызванный чисто кулоновым полем и опре-
определяемый выражением вида (см. гл. III, § 4)

Ci = arg Г (Z + 1+й*), A3.38)
так что

2г ('-' \ A 4- гаJ B + ?а)а ... A + iaV

y.t
— дополнительный .сдвиг фазы, вызванный резонансным рассея-

рассеянием и неучтенной частью потенциального рассеяния, так что

-rv A3-40)
В общем случае разность тп

— С/ меняется плавно и равно-
равномерно при изменении энергии. Из формулы A3.34) для 8г сле-

следует, что при прохождении через резонансный уровень v4 ме-

меняется на л/2. Если имеется возможность измерить величину R
в столь широких интервалах значений энергии и момента коли-
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чества движения, что могут быть определены фазы хг, то по этим

данным можно определить также и энергию и ширину резонанс-
резонансных уровней.

Достаточно подробные исследования, на основании которых
можно было бы провести анализ такого рода, имеются только

для случая столкновений а-частиц с ядрами гелия [66]. В этом

случае необходимо учесть свойства симметрии системы, из кото-

которых следует, что состояния с нечетным моментом количества дви-

движения не должны играть никакой роли (см. гл. V, § 4). Теорети-
Теоретический анализ этих данных,

произведенный Уилером [67],
привел к результатам, ука-
указанным на фиг. 62. Характер
изменения х0 определенно

указывает на существование
резонансного уровня. Ранее
на основании данных, полу-
полученных при изучении ос-рас-
пада Be8, было установлено
существование резонансного
уровня при 2,8 Мэв с шири-
шириной 0,8 Мэв. Уилер показал,
что найденное им значение х0

хорошо согласуется со зна-

значением §0, вычисленным по

формуле A3.34), если поло-

положить Дк —3,1 Мэв и Г =0,8
Мэв и допустить, что в резо-
резонансной области т/0

— Со
меняется линейно с энер-
энергией. Именно этого и можно

было бы ожидать на основа-

основании представлений об ано-

аномальном потенциальном рассеянии, как обусловленном твердой
сферой. Разложение /0' на две составляющие иллюстрируется

фиг. 62.
Столкновения а-частиц с ядрами О16 и С12 также удовлетворяют

условиям, при которых применима формула A3.31). До настоя-

настоящего времени исследование этих столкновений сводилось к изуче-
изучению зависимости энергии рассеяния от величины R для ограничен-
ограниченного числа заданных значений углов1). Резонансные эффекты обна-

обнаруживаются при этом в виде максимумов интенсивности рассея-
рассеяния, появляющихся при изменении энергии. Вблизи резонансного

уровня с квантовым числом / величина R может быть определена

101/

/50°

o

о

S 90
oo
о

о
© 60°

30'

\

*^^*>» У (

~~^y

/ /'

/ I
1
1
1

о 2 4 6

Энергия а. - частицы (в Мэв)

8

Фиг. 62. Фазовые углы, полученные
на основании анализа аномального

рассеяния а-частиц в гелии.

ко (г) и по (s)—две компоненты хо> отвечающие
соответственно резонансному уровню Ве8

ц потенциальному рассеянию.

См., например, [68,69].
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формулой вида

п

A3.41)

где

р = 2 B1 +1) a-1 sin2 -i Рг (cos 6),

o = aln2sin24-f-C/-C0> x =
2(E~Er)

,
¦ A3.42)

a aeVi характеризует долю рассеяния, соответствующую фону.
Если пренебречь относительно медленным изменением этого фона
рассеяния с энергией, то максимальное и минимальное значе-

значения R вблизи резонансного уровня даются выражениями

^. = [ а2 - ар sin (а - ?) +у pa ]V2+4 Р,

так что

р=Д^кс.±/&!„.. A3.43)
Фиг. 63 иллюстрирует изменение В при прохождении через

резонансный уровень. В том случае, когда измерения произво-
производятся под большими углами, так что р велико, максимум R имеет

место при энергии, очень близкой к резонансной, минимум же—

при энергии, меньшей резонансной на -^ Гр sec (з — I) а. По

измерениям такого рода можно определить резонансные уровни;
найти момент количества движения, отвечающий рассматривае-
рассматриваемому уровню, однако, значительно труднее в связи с трудностью
определения величины у по формуле A3.43). Последняя обусло-
обусловлена тем, что недостаточная разрешающая способность часто

не позволяет фиксировать минимум сечения. На фиг. 64 приве-
приведены результаты, полученные Фергюсоном и Уолкером [69] для

рассеяния на 157° в кислороде. Здесь ясно видны два резонанс-
резонансных уровня—при 6,5 и 5,5 Мэв. Эти уровни соответствуют возбу-
возбужденным состояниям ядра Ne20, лежащим на 10,1 и 9,0 Мэв выше

основного состояния; они наблюдались также Бонером [70] при
изучении реакции

1. A3.44)

Аналогичные измерения для углерода обнаружили существова-

существование уровней, соответствующих возбужденным состояниям О1 ^

расположенным на 11,4, 11,1 и 10,6 Мае выше основного состоя-

состояния. Для изучения этих явлений необходимы дальнейшие иссле-

исследования в широком интервале значений энергий и углов рассеяния.
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В случае столкновений, при которых ядра не обладают нулевым
спином, общая формула носит более сложный характер. Анализ

резонансных эффектов, однако, значительно упрощается, если-

пренебречь потенциальным рассеянием при условии, что величина

R в точке резонанса значительно больше единицы.

Наиболее интересные исследования такого рода относятся

к рассеянию нейтронов или же протонов. Штауб и Стефенс [711

Кинетическая энергия
Относительного движения

Фиг. 63.

4,0 5,0 6ft 1.0
Энергия а- частицы (в Мае)

Фиг. 64. Аномальное рассеяние на

157Э а-частиц в кислороде, свиде-

свидетельствующее о наличии двух ре-
резонансных уровней Nea(\

наблюдали резонансный максимум при рассеянии нейтронов
с энергиями 1 Мзв ядрами гелия. Позднее Штауб и Тейтель [72]
установили, что этот резонансный уровень представляет собой

дублет, с шириной 0,4 Мэв. Величина измеренного сечения свиде-

свидетельствует о том, что нейтроны обладают в этом случае моментом

количества движения, равным единице. Если это так, то наблю-

наблюдаемые резонансные уровни являются уровнями Р и Р дуб-
дублета Не8. Этот результат был подтвержден в дальнейшем Уилером
и Баршаллом [73] на основании экспериментальных данных, полу-
полученных Баршаллом и Канером [74]х). Резонансный уровень на-

наблюдался также при рассеянии протонов в гелии [76]; он является,,

повидимому, Р-уровнем Li5, хотя ширина его слишком велика,

чтобы он мог быть разрешен на дублеты.
До сих пор предполагалось, что парциальная ширина уровня

для упругого рассеяния ГР практически равна полной ширине

резонансного уровня Г. Если это не так, то выражение A3.43),

») См., однако, [75J.
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должны быть очень

определяющее р, должно содержать множитель Гр/Г, наличие

которого соответствует ослаблению резонансного эффекта. Такой

случай имеет место при рассеянии тяжелыми ядрами, когда

существенными являются неупругие столкновения. Это означает

также, что при упругом рассеянии дейтронов, которые благодаря
¦своей большой внутренней энергии обычно при соударении вызы-

вызывают распад ядра, резонансные
эффекты
слабыми.

Эти соображения были уч-
учтены Крейтцем [77], исследо-

исследовавшим рассеяние протонов в

литии и наблюдавшим резонанс-
резонансный уровень, соответствующий
процессу радиационного' за-

захвата [см. A3.29)]. Величина
наблюденного Крейтцем эффек-
эффекта показывает, что Гр/Г—по-
Гр/Г—порядка единицы. Отсюда можно

сделать заключение о том, что

образующееся составное ядро

Be8 едва ли распадается с ис-

испусканием а-частицы; это за-

заключение находится в согласии

с выводами, сделанными нами

в § 2.
Испускание частиц легкими

ядрами, сопровождающее за-

захват медленных нейтронов.
Известны две реакции, при ко-

которых захват медленных ней-

нейтронов приводит к испусканию
а-частицы:

?400

гоо

IOOIOI,OQZ5QIO 0.05 0.025 Q0I5 0.01

Энергия нейтрона (в эв)

•Фиг.Тбб. Наблюдаемые значения
полного сечения поглощения мед-

медленных нейтронов в боре.
-Ив''графика следует, что это сечение

обратно пропорционально скорости ней-

нейтрона.

¦э-Ы' + Не4. A3.45)
Для практики особый интерес представляет вторая реакция,
так как сечение в этом случае велико и меняется обратно пропор-
пропорционально скорости вплоть до очень больших значений энергии
нейтронов. Изучение этой реакции является поэтому удобным
методом измерения потока нейтронов при различных условиях.
На фиг. 65 показано изменение сечения бора при изменении энер-
энергии нейтрона от 0,01 до 100 эв (по данным Рейнвотера и Хевенса
J31] v), полученным по методу модулированного пучка).

х) См. также [33].
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Испускаемые при этих реакциях а-частицы обладают совер-
совершенно достаточной энергией для прохождения через кулонов
потенциальный барьер. Можно предположить поэтому, что пар-
парциальная ширина уровня Га—величина того же порядка, что

и в случае нейтронов, обладающих такой же энергией.
Применяя одночленную формулу

¦"

^__л, _Г!(Г + г„ + гг)«
A3>46)

можно записать

1/2

где а—величина порядка единицы. Радиационной шириной уровня
Гг можно пренебречь, так как она очень мала по сравнению с Га.
Это дает

A3.47)

где М—масса нейтрона. Наблюдаемое значение Q'c для бора
составляет 6,41 • 10~22 см2 (Е измерено в электрон-вольтах), так что

al'a/Г ?д + -т-Г« J оказывается равным 8,5. Это показывает, что Га,

повидимому, того же порядка, что и Er. Известно, что Га—
величина порядка 100 000 эв, так что и Er, вероятно, такого же

порядка. Меньшее значение сечения, наблюдавшееся при реакции

нейтронов с литием [38], повидимому, обусловлено большим эффек-
эффективным значением резонансной энергии.

§ 3. Влияние молекулярных связей на рассеяние

медленных нейтронов

1. Псевдопотенциал. До сих пор речь шла о столкновениях

нейтронов со свободными ядрами. Полученные нами при этом

результаты остаются справедливыми также и в случае химически

связанных ядер при условии, что энергия связи мала по сравнению
с кинетической энергией нейтронов. Если это условие не удовле-

удовлетворяется, то наличие химической связи может привести к суще-
существенным изменениям результатов. В настоящем параграфе мы

исследуем методы, с помощью которых может быть учтено влияние

¦

этих эффектов.
Вопрос об обмене энергией между поступательным движением

атома и молекулярными колебаниями был рассмотрен в гл. XII,
§ 3. При этом было установлено, что если область взаимодействия

между падающим атомом и данным атомом в молекуле, с которым
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происходит столкновение, велика по сравнению с амплитудой
колебания, то первое приближение Борна оказывается примени-

применимым. Однако в случае столкновений нейтронов со связанными

ядрами положение дела является диаметрально противоположным.
В этом случае область взаимодействия очень мала по сравнению-
с амплитудой колебания. Тем не менее, Ферми [78] показал, чта

приближение Борна может быть использовано и в этом случае,
если фактическое взаимодействие между нейтроном массы тп

и ядром массы М заменить псевдопотенциалом

где г—вектор, характеризующий относительное положение нейт-

нейтрона и ядра, 4яа2—предельное значение сечения рассеяния в слу-
случае свободного ядра при малых скоростях и 8 — обычная 8-функ-
ция.

Прежде чем излагать метод псевдопотенциала, представляется
интересным остановиться на некоторых соображениях общего
характера. Пусть Qo есть сечение рассеяния нейтрона свободным
неподвижным ядром или связанным ядром в том случае, когда

энергия нейтрона велика по сравнению с энергиями молекуляр-
молекулярного колебания и вращения. В таком случае сечение рассеяния
нейтронов с энергией, недостаточной даже для. возбуждения моле-

молекулярного вращения, будет больше Qo в A •+ т/МJ/{\ + т1М1)%
раз, где Mi—масса молекулы. Таким образом, сечение рассеяния
очень медленного нейтрона протоном, связанным с частицей беско-
бесконечно большой массы, в 4 раза больше, чем для свободного не-

неподвижного протона.

При промежуточных условиях этот эффект оказывается более
сложным. Если энергия нейтрона достаточна для возбуждения
молекулярных колебаний, то задача может быть решена лишь

квантовомеханическим путем с помощью приближения Борна.
В большинстве практических случаев энергия нейтрона велика

по сравнению с вращательной энергией молекулы, и если возбу-
возбуждение молекулярных колебаний не может иметь места,

задача может быть решена классически. Приведенная масса

(тМг) / (m+Mi), входящая в упомянутый выше множитель, при
этом должна быть заменена тензором массы, так что рассматри-
рассматриваемый эффект зависит от направления падения нейтрона по отно-

отношению к молекуле. Особый интерес представляют столкновения

нейтронов с молекулярным водородом, а также, в несколько

меньшей степени, с дейтерием, поскольку вращательная энергия
в этих случаях сравнима с кинетической энергией нейтронов;
при температуре жидкого воздуха.

Для полного анализа вопроса о рассеянии нейтронов молеку-
молекулами и кристаллами необходимо также учесть интерференцион-
интерференционные эффекты, зависимость сечения от спина ядра и, в некоторых
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случаях, возможность захвата. Учет первых двух эффектов
является особенно существенным в случае молекулярного водо-

водорода и дейтерия.
Мы исследуем прежде всего условия применимости метода

лсевдопотенциала Ферми, а затем опишем вкратце некоторые

приложения этого метода.

Определение псевдопотенциала1). Для определенности рас-
рассмотрим случай столкновения нейтрона со связанным протоном,
находящимся под действием потенциала молекулярных сил. Вол-
Волновое уравнение для такой системы может быть записано в форме

где М— масса нейтрона или протона, тр и гп
— соответственно

координаты нейтрона и протона, U— ядерное взаимодействие
между ними, а V (гр) — потенциальная энергия протона, обусло-
обусловленная молекулярной связью. Область ядерного взаимодейст-
взаимодействия U не только значительно меньше длины волны падающего

нейтрона, но также много меньше амплитуды колебаний протона.
Мы будем искать решение уравнения A3.49) в обычной форме

^" = 2 *¦.(*») 4». (*р). A3.50)
где

F, ~r»' е**'п ft F„, 9n), р9ъ е^п + г~1 е«ъ /0 (б„, ?п). A3.51)
Здесь фу {fp) — колебательная волновая функция протона в поле

V и соответствующая энергии Es, так что

/2_ 2М(Б-Е.)

Из уравнения (8.16) и формулы F.30) следует, что

UW exv{;k°lrn-/n]) ^ W, г„') ^ (т'р) d,p d^, A3.52)
I Г Г|

где гр —г„ обозначено через г. Подстановка A3.52) в A3.50)
дает точную формулу

X ? (гр, г;) Ф8* (rp) dzp dx;. A3.53)
«

Мы воспользуемся теперь возможностью выбрать область R таким

образом, чтобы U(г') было относительно мало при г' «* R

и велико по сравнению с энергией молекулярных колебаний при

*) Излагаемый здесь метод более подробно рассмотрен Брейтом [79].
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Переходя от переменных гр, г„ к переменным гр, г, мы можем

представить функцию W в следующей форме:

где

i». A3-54)

Внутри области R разностью E — Es можно пренебречь по срав-

сравнению с U. Точно также можно пренебречь и суммой, стоящей
в правой части полученного нами уравнения, так как в области

от 0 до Л изменение волновых функций протонов фз, Ф( незна-

незначительно. Поэтому функция Xs может быть выбрана в качестве

собственного решения Z уравнения

]»0 <13-55>

при всех значениях s, так что внутри области R решение W
может быть записано в виде

\F = /(rp)Z(r). A3.56)
Подстановка A3.56) в A3.53) дает

гр- гр) *•* (гр) dTP' A3-57)

где

G(r,rp, гр)= С"р{й'|Уп/~г"|)гУ(г')Х(г>)^т>. A3.58)

В пределах области Я | г^ — Гр | < /?, так что

G(r, r^, ГР) ^{^l;i} > ( )
|Гп-Гр|

где

I=\U(r')/.(r')dx'. A3.60)

Этот интеграл может быть вычислен с помощью уравнения A3.55)
для у, что дает

5
где а — значение — г2 ¦—

при r—-R.

Таким образом,

\°xV{ibtirti ^,A3.62)
Гр — Тп\
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так что в этом приближении

) +?F(r)]*F^/(rK(rp-rn). A3.63)

Теперь остается лишь найти соответствующее приближение-
для /(гР)- В связи с этим прежде всего отметим, что, прене-
пренебрегая а2 и исключая из рассмотрения очень малые значения /%

можно положить

( y) A3.64)

Подставляя функцию

W = X (г) / (rp) = (l + f) / (rp) A3.65)

в левую часть выражения A3.62) и записывая

4 <13-66>
I Гр—In I

получаем

/ (rp) = e<i2« ф0 (rp) + 0 (a). A3.67).

Уравнение A3.63) при определении функции /(гр) в форме-
A3.67) имеет точно такой же вид, как и уравнение, которое^
получилось бы, если бы взаимодействие нейтрона с протоном мы

охарактеризовали потенциалом

V =_^§(Гр —г„) A3.68)

и применили приближение Борна, заменив Ч" на VPstyo(rp)eihzn.
Таким путем мы получаем решение, представляющее собой

первый член ряда, расположенного по степеням a/d, где d —

амплитуда молекулярных колебаний.
. Учет спиновой связи в псевдопотещиале. Во многих случаях

амплитуда а, входящая в выражение для псевдопотенциала, за-

зависит от суммарного спина нейтрона и рассеивающего ядра.
В этом случае необходимо различать два значения амплитуды:

а ,' a
j , соответствующие двум значениям суммарного спина

S+
2 S~2

s ± -jj-, где s — спиновое квантовое число ядра. Псевдопотенциал

может быть при этом записан в виде

—ш Гi«.H-i^+rt+T «.-К4—рI8(гр—r»>. (i3-69)

где p
—

оператор, собственные значения которого равны соответ-

соответственно ±1, когда спин системы равен s J- -5-. Если и — спино-
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вый оператор для нейтрона и s — для ядра, то

2. Приложения метода псевдопотенциала. Столкновения

с изотропным вибратором. Для того чтобы получить общие

представления о том, каким образом полное сечение столкнове-

столкновений и скорость потери энергии изменяются с изменением энер-
энергии нейтрона при переходе от случая очень медленных нейтро-
нейтронов к тому случаю, когда протон может считаться свободным,
удобно исследовать простейший случай протона, изотропно свя-

связанного с бесконечно тяжелым атомом.

Дифференциальное сечение /os F) для столкновения, при

котором протон возбуждается из своего основного состояния

в s-e колебательное состояние, определяется формулой (8.31)
при замене V (г, го, гь) псевдопотенциалом A3.48). Следователь-
Следовательно,

х 12а
A3.71)

где k, ks — начальное и конечное значения волновых чисел ней-

нейтрона, ф0, tys—начальная и конечная колебательные волновые

функции протона,

кп0— ksns = Kn
и

К2 =№+ k2s -2kks cos 6. A3.72)
В предельном случае очень малых энергий нейтронов возмо-

возможны только упругие столкновения и К~^0, что дает для сече-

сечения

^IO0F)dw=lG«a*^4QOl A3.73)

где Qo — сечение столкновения со свободным неподвижным про-
протоном.

В случае изотропного осциллятора массы т, обладающего
основной частотой v, имеем

Ф» = ?«.(*)?«(*)?..(*). A3-74)

где s1-f-S2+S3 = s> а ср
— обычные волновые функции гармониче-

гармонического осциллятора:

т. (*) = (v)V4 (sl>~1/2 2~lh °eVi г%

ж* (е~'2)> A3'75)

где Ь = С2-кч
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Подстановка в A3.71) дает

/08 ф 2 fSI
где д

—К [ft/ Dwrav)]1'a, а суммирование производится по всем

положительным целым значениям slt s2, ss, для которых
Si+Sz + s3 = s. Выполнив суммирование, получаем:

/Os F)d(o = 4ffl2-^- 9 **~9*
dm. A3.77)

Сечение для столкновения определяется теперь выражением
вида

¦к

о

макс.

о
МИН.

A3.78)
где

A3.79)

г — E/hv, a i? — энергия падающего нейтрона. Величины дМИв.
и Умакс. могут быть записаны в форме

<7мин. = в1/2-C-я)^, дыаю^^ +^-вI/.. A3.80)

При больших значениях Е величина дмин. равна 0(\/Е),
а 9макс. равна 0(?1/2), так что ¦

для всех значений s, при кото-

которых sh v < ?, /(^макс.) ничтожно мало, а /(^мин.)**5!- Сечение
не зависит, таким образом, от s и приближенно равно Q0/s0,
где so^v «» ?. Поскольку имеется примерно s0 уровней, которые
могут быть возбуждены, полное сечение оказывается равным Qo.
Именно" этого и следовало ожидать в случае столкновений со

свободным протоном, поскольку равновероятны любые потери
энергии, вплоть до полной, и полное сечение равно Qo.

Фиг. 66 иллюстрирует зависимость сечений от энергии для

промежуточных значений г от 0 до 3. Влияние молекулярной
связи на потери энергии на этой фигуре иллюстрируется кри-
кривой, характеризующей отношение фактической потери энергии
к потере энергии, которая в среднем имела бы место при столкно-

столкновениях со свободным протоном.
Более подробные расчеты этих эффектов, учитывающие асим-

асимметрию связей и т. n.j были произведены Арли [80], Бете [23],
-5 Н. Мотт и Г. Месси
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а также Заксом и Теллером [81]. Последние авторы исследовали

важный практический случай, упомянутый выше, когда энергия

нейтрона недостаточна для возбуждения колебаний, но тем не

менее достаточно велика по сравнению с квантом вращательной
энергии.

Детальное сопоставление результатов теории и опыта пока

еще невозможно, за исключением случая столкновений с молеку-
молекулярным водородом (см. ни-

ниже). Качественно общие за-

заключения теории хорошо
подтверждаются, например,
опытами Каролла [82]. В этой

работе были измерены сече-

сечения (на один протон) для

нейтронов, обладающих при-

примерно тепловыми скоростя-
скоростями, рассеянных парами раз-
различных парафинов при ком-

комнатной температуре; при этом

было обнаружено плавное ме-

медленное возрастание сечения

при переходе от метана СН4
к бутану С4Н1о. Если бы име-

имели место только упругие стол-

столкновения, то сечение должно

было бы возрастать пропор-
пропорционально квадрату приве-
приведенной массы. В действитель-
действительности оно возрастает зна-

значительно медленнее; следует,
однако, помнить о том, что

может иметь место и возбуж-
возбуждение вращательных состоя-

состояний, в связи с чем эффек-
эффективная приведенная масса

должна зависеть также и от

вращательной ма'ссы.
Столкновения медленных

нейтронов с молекулярным во-

водородом и дейтерием. Изучение столкновений такого рода представ-
представляет особый интерес. Простота строения этих молекул дает воз-

возможность детально исследовать роль интерференционных явлений,
а также влияние молекулярной связи на рассеяние. Кванты вра-
вращательной энергии сравнимы в этом случае с энергией нейтронов
при комнатной температуре, а взаимодействие нейтрона с прото-
протоном зависит от спина; в связи с этим оказывается возможным ис-

Фиг. 66. Влияние химической связи на

рассеяние и потери энергии нейтронами
при столкновениях с "Протонами.

а—зависимость сечения Qos для столкно-

столкновений, при которых возбуждается s колефа-
тельных квантов hv. от отношения е энер-
энергии нейтрона к hv; по оси ординат отложе-
отложено отношение Cos к Qo (Qo—сечение рас-
рассеяния свободными протонами); б—эффектив-

б—эффективные сечеиия 2 shvQos для потери энергии;
s

по оси ординат отложено отношение величи-

величины ^ s/ivQos к величине - «Ji-vQo—сечения

рассеяния свободными неподвижными про-
протонами.



§ 3. ВЛИЯНИЕ МОЛЕКУЛ. СВЯЗЕЙ НА РАССЕЯНИЕ МЕДЛЕНН. НЕЙТР. 387

следовать раздельно рассеяние молекулами с параллельными
и антипараллельными ядерными спинами.

Путем сопоставления теоретических и экспериментальных зна-

значений сечений оказалось возможным выяснить, является ли *S-

состояние дейтрона реальным или же виртуальным. Весьма воз-
возможно также, что этот метод окажется чувствительным методом

определения дальности действия ядерных сил.

Вращательные состоянияч (характеризуемые квантовым чи-

числом /) основного вращательного уровня Н2 подразделяются на

две некомбинирующие группы состояний с противоположной
симметрией. В случае па/>а-водорода ядерные спины антипарал-
лельны и вращательные состояния симметричны (/ = 0, 2, ...),
в то время как в случае ojDmo-водорода спины параллельны и вра-
вращательные состояния антисимметричны (/ = 1,3. ...). Расстояние
между низшими состояниями этих двух групп уровней равно
0,0147 эв. Скорость, с которой молекулы ортио-водорода могут
переходить в состояние иара-водорода, столь мала, что при низ-

низких температурах оказывается технически возможным получить

квазиравновесное состояние, соответствующее наинизшим состо-

состояниям обеих групп. При этом можно также изменять относитель-

относительное содержание орто- и иа^а-водорода и таким путем определить
раздельно роль каждой компоненты.

Благодаря зависимости взаимодействия между нейтроном и про-
протоном от спина столкновение с нейтроном может привести к пере-

переходу между орто- и иара-состояниями. Если оба сорта молекул
находятся в своих наинизших состояниях и энергия нейтрона
меньше 0,0220 эв, то столкновение с нейтроном не может пере-
перевести молекулу иара-водорода в основное оуэто-состояние. В этом

случае могут иметь место лишь либо упругие, либо сверхупругие
столкновения, при которых о/?тио-молекулы переходят в пара-
состояние, отдавая избыток своей энергии нейтрону.

При оценке величины сечений взаимодействие между нейтро-
нейтроном и протоном можно представить соответствующим псевдопотен-
псевдопотенциалом и воспользоваться при этом приближением Борна. В том

случае, когда s = 1/2, взаимодействие между нейтроном и прото-
протоном, находящимся в молекуле, может быть записано в виде

^ *п-°р)]3(Гп-Гр), A3.81)

где т—масса нейтрона или протона, и„ и ир—соответственно
спиновые операторы протона и нейтрона. Взаимодействие нейтрона
с молекулой будет характеризоваться суммой двух таких членов

для двух протонов. Оно может быть подразделено.на две части—

симметричную и антисимметричную по отношению к спинам про-
протонов. Первая часть соответствует столкновениям, при которых

25*
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вращательная симметрия остается неизменной, тогда как вторая

отвечает переходам от одной системы уровней к другой.
В дальнейшем расчет следует стандартным правилам и основан

на использовании приближения Борна и соответствующем выборе
вращательных волновых функций. Впервые подробный расчет
такого рода был произведен Швингером и Теллером [83], позднее

Ю

h
«3

\

\
\Пара

Радиус взаимодействия ю 10' 13см)

Фиг. 67. Зависимость сечения рассеяния нейтронов
пара- и о/>то-водородом от радиуса взаимодействия

нейтрон—протон в предположении, что потенциал

взаимодействия описывается сферической ямой.
Температура Т rasa принята равной 20°, энергия ней-

нейтрона—величине W.

его осуществили с большей точностью Хамермеш и Швингер [84].
Легко показать, что сечения Q@—>0), (?A—>1) и (?A—>0),
отвечающие соответственно упругим столкновениям с пара-

и opmo-молекулами в их основных состояниях и сверхупругим

столкновениям с ojo/wo-молекулой, совершенно различным обра-
образом зависят от амплитуд ах и а0. Они содержат соответственно мно-

множители Cai + a0J, Ca1 + agJ + 2(a1-aoy и (ai-a0J. В § 1 было

указано, что а0 значительно больше оь так что Зах и а0 сравнимы
по величине. Таким образом, сечение пауой-водорода должно
в очень сильной степени зависеть от совпадения или противопо-
противоположности знаков а± и а0, становясь малым в том случае, когда

знаки а1 и а0 противоположны, т. е. когда ^-состояние дейтрона
виртуально. Далее, если знаки ох и а0 противоположны, как это

и имеет место в действительности, то множитель 3%+ а0 должен
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1,6

1.4

1.2
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1 \^-—1

-10 ¦5 О

чрезвычайно сильно зависеть от величины аг, т. е. от радиуса

действия ядерных сил. С другой стороны, сечение ojDmo-водорода
не должно зависеть существенным образом от радиуса действия

ядерных сил. Фиг. 67 иллюстрирует эти результаты.
Измерения относительных значений сечений пара- и орто-вор,о-

рода были произведены впервые для жидкого водорода; они ясно

показали, что сечение пара-во-

пара-водорода значительно меньше се-

сечения ojomo-водорода [85]. Это

подтвердило предположение о

виртуальном характере ^-уров-
^-уровня дейтрона. В настоящее вре-
время мы еще не располагаем до-
достаточно надежными данными,
чтобы судить о радиусе взаимо-

взаимодействия в ^-состоянии1).
Аналогичные вычисления мо-

могут быть произведены также и

для D2 [87]; они представляют,
однако, меньший интерес.
Фиг. 68 иллюстрирует зависи-

зависимость сечений Е)а для отноше-

отношения орто- и пара-состояний в

случае столкновений с нейтро-
нейтронами при температуре 20° К от

отношения a3/2/ai/2 амплитуд для

квадрупольного и дипольного

рассеяний нейтронов дейтрона-
дейтронами. Даже в том случае, когда опыты проводятся с необходимой
точностью, отношение между амплитудами не может быть опреде-
определено однозначно; однако совпадение или противоположность зна-

знаков амплитуд может быть установлена.

Интерференционные эффекты. Знак амплитуды рассеяния. Уже

при анализе вопроса о рассеянии нейтронов в молекулярном водо-

водороде ясно, что на интерференционные эффекты, связанные с коге-

когерентным рассеянием нейтронов ядрами, должна оказывать суще-
существенное влияние зависимость ядерных сил от спина, а также знак

амплитуды рассеяния а.

Возвращаясь к псевдопотенциалу A3.69), легко убедиться
в том, что, в то время как полное рассеяние зависит от

Фиг. 68. Отношение QopmJQmpa се-

сечений рассеяния нейтронов орто- и

пара-дейтерием как функция отно-

отношения аз/2/в1/2 амплитуд квадру-
квадрупольного

ц

и дипольного рассеяния
нейтронов дейтронами.

Температура rasa и энергия нейтрона
принята такой, как в случае фиг. 67.

¦sa* A3.82)

») См , однако, [86].
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интерференционные эффекты определяются выражением вида

A3.83)

и в результате взаимной компенсации могут стать ничтожно ма-

малыми.

Ферми и Маршалл [88] провели ряд опытов для определения
относительных знаков амплитуд рассеяния или «длин рассеяния»
для различных ядер, используя при этом некоторые интерферен-
интерференционные явления. При брегговском рассеянии медленных нейтро-
нейтронов кристаллами, содержащими по крайней мере два сорта атомов,
относительная интенсивность рассеяния различного порядка и от

различных кристаллографических плоскостей зависит от соот-

соотношения между фазами волн, рассеянных различными атомами,

и, следовательно, от относительных знаков «длин рассеяния».

Изучая такого рода эффекты в случае гидридов, можно опреде-
определить дальность взаимодействия нейтрона с протоном в ^-состоя-
^-состоянии [89].

Аналогичным образом, сечение для рассеяния молекулами
нейтронов, длины волн которых порядка атомных рассеяний или

больше, зависит от относительного знака длин рассеяния, отве-

отвечающих каждому из ядер. Если предположить, что масса нейтрона
мала по сравнению с массами рассматриваемых атомов, то эти

эффекты могут трактоваться таким же путем, как и отклонение

рентгеновых лучей молекулами.
Третий метод основан на определении угла полного внутрен-

внутреннего отражения нейтронов от веществ, обладающих положитель-

положительными значениями длин рассеяния (тот же знак, что и в случае
^-рассеяния нейтронов протонами, при котором изменение фазы
в результате рассеяния равно тс). Для таких веществ коэффициент
преломления меньше единицы и определяется выражением

где X—длина волны, а N—число атомов в 1 см3.

Установлено, что большинство ядер обладает положительным

значением длины рассеяния, исключение представляет водород

(для ^-рассеяния) и один или несколько изотопов лития и мар-
марганца.

Вопрос о рассеянии медленных нейтронов кристаллами был

подробно исследован рядом авторов [90]. Техника этих исследо-
исследований аналогична той, которая используется при соответствую-
соответствующих опытах с рентгеновыми лучами, и мы не будем поэтому по-

подробно на ней останавливаться. Интересно отметить, однако, что

при исследовании этих вопросов метод псевдопотенциала может

быть распространен также и на случай поглощения нейтронов.
При этом длину рассеяния а следует трактовать как комплексную
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величину. Если Qa и Qa—соответственно сечения для рассеяния
и поглощения, то

"+<?. <13-84>

где к—волновЪе число нейтрона1).

§ 4. Магнитное рассеяние медленных нейтронов [91]

Рассмотрим теперь эффекты, обусловленные взаимодействием
между магнитным моментом нейтрона и спинами атомных электро-
электронов. Исследование этих эффектов имеет существенное значение,
так как с ними связана возможность получения частично поля-

поляризованных пучков нейтронов. Используя эти пучки и радио-
радиочастотную технику, оказалось возможным с большой точностью

определить магнитный момент нейтрона [92]. Возможно также,
что изучение рассеяния нейтронов ферромагнитными материалами
позволит получить полезные сведения о внутреннем строении
последних.

Рассеяние нейтронов атомами с учетом магнитных эффектов
может быть рассмотрено в приближении Борна, если к соответ-

соответствующему псевдопотенциалу добавить член, характеризующий
магнитное взаимодействие.

Энергия взаимодействия электрона, обладающего координа-
координатой г, с магнитным полем, характеризуемым вектор-потенциа-
вектор-потенциалом А, равна —ex-Ai(v), где а —векторная матрица, входящая

в уравнение Дирака, с а — оператор, представляющий скорость
электрона. Если вектор-потенциал обусловлен магнитным полем

нейтрона с координатой гп, имеем:

где Мп —магнитный момент нейтрона: Магнитное взаимодей-
взаимодействие с атомными электронами может быть, таким образом,
записано в форме

2 х Vn (п^гт)] ; A386)

J) Этот результат следует из соотношения а= lim I яттС*2 —1) »

*->о L ¦«* J

где фаза i\ предполагается комплексной и связана с Qs и Qa, так же как

в формулах (8.6) и (8.7).
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индекс I определяет здесь номер электрона. Момент нейтрона
равен [ап5п, где а„ — спиновый оператор, а ^„

— величина мо-

момента.

В ферромагнитном веществе, намагниченном до насыщения,
спины электронов, ответственных за ферромагнитные свойства,
сильно связаны друг с другом и расположены параллельно
направлению намагничивания. Медленные нейтроны не облада-
обладают энергией, достаточной для того, чтобы изменить направление
спина какого-либо из этих электронов, так что рассеяние яв-

является в этом случае чисто упругим. Изменение амплитуды рас-

рассеяния*, обусловленное FMar. в приближении Борна, определяется
поэтому выражением вида

/-(в, 9) = -

X 2 ) ехр [г& (п0 — ni) • г„] ?г dxn

где

Л^М[(Ь) х

Хп является функцией спина нейтрона; WA — волновая функция
атомных электронов, описывающая также их спиновые состоя-

состояния; интегрирование по dtl включает суммирование по спиновым

координатам; п0 и щ — единичные векторы, взятые в направле-
направлении падения и рассеяния; к — волновое число нейтрона; М—
масса нейтрона.

Поскольку спин нейтрона остается неизменным, сумма

2 У-папХп может быть заменена единичным вектором sn, взятым

спин

в направлении спина нейтрона. В нерелятивистском приближе-
приближении часть ль обусловленная электронным спином, такова,
что [93]

WA (г,) «,Д1 (г,) * A rotz (WA ег W%), A3.88)

где <зг
— спиновый оператор Паули для Дто электрона, т

— масса

электрона.
Спины электронов, ответственных за ферромагнитные свой-

свойства вещества, располагаются параллельно направлению намагни-

намагничения. Поскольку при столкновении направление спина не из-

изменяется, суммирование по спиновым координатам каждого из

этих электронов дает

З^Ав1П = *Авф5, A3-89)
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где s—единичный вектор в направлении намагничения, а функ-
функции Фа зависят только от пространственных координат электро-
электронов. Остальные атомные электроны в среднем не изменяют вели-

величины суммы A3.89).
Поэтому, переходя от переменных г„, г, к переменным г, гг,

где r = rn — гг, и суммируя по всем атомным электронам, полу-
получаем

, .„ .
_

Me

где

0 (г) X G] *,

G=[sx A3.90)

S — квантовое число, определяющее суммарный спин всех элек-

электронов, |фш|2—плотность заряда электронов, ответственных за

ферромагнитные свойства (повидимому, Зй-электронов), выра-
выраженная через координату отдельного электрона гг. Мы учли
здесь, что

к (п0 — щ) = 2к sin у
п = Кп,

где п — единичный вектор.
Воспользовавшись для обеспечения сходимости теми же при-

приемами, что в гл. VII, § 1, получаем

С eiKv*v(y^dz=\ V(e«»-')y-tJfn \ e^nr^ = ^n, A3.91)

аналогично

V, (| фж |2) e;/Cn-r' dxt = iKn J | фт р e'Kn-r' dxz = itfnF. A3.92).

Это дает

/«(в, ?) =Ж^А • [п X [п X в]] =

^.q), A3.93)

где Yn
— магнитный момент нейтрона, выраженный в ядерных

магнетонах, a q — вектор (п -8I1 — 8.

Полная амплитуда рассеяния, включающая ядерное рас-
рассеяние, будет иметь вид

е,?). A3.94),
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где а — длина рассеяния для данного ядра. При этом предпола-

предполагается, что пучок нейтронов полностью поляризован и направле-
направления спинов параллельны sn. Однако обычно нейтронный пучок
неполяризован, и амплитуда рассеяния может быть определена

выражением

«±/«(8,*), A3-95)

учитывающим две возможные ориентации спина. Поскольку
сечение рассеяния зависит от спина нейтрона, поляризационные

эффекты могут быть наблюдены при рассеянии нейтронов
в намагниченном железе.

Хотя величина /т не пренебрежимо мала, ее вклад в вели-

величину полного сечения намного меньше величины 47га2. Если

мы положим, что е2/тс2 = 2,8 • 10~13 см, у — 1>9> S = 5/2 и сред-
среднее значение F порядка 0,1, то для нейтронов с тепловыми

энергиями среднее значение/т (9, ср) окажется равным 1,3 10~13си,
т. е. такого же порядка, что и значение а для железа, равное
8 • 10~ 3см [88]. Сечение рассеяния может быть поэтому опреде-
определено приближенно, как

Q0±p,
где

\\ Fsn -qsinG d6d?. A3.96)
6 о

Множитель F здесь в точности аналогичен атомному фактору
рассеяния, рассмотренному нами в гл. VI, § 1, за исключением

того, что он определяется только электронами, ответственными

за ферромагнитные свойства вещества (повидимому, Зй-электро-
нами).

Наличие члена р может быть подтверждено экспериментально
при исследовании прохождения фокусированного пучка нейтронов
интенсивности /0 через железо. В том случае, когда железо

ненамагничено, интенсивность пучка / после прохождения через
слой толщины I будет определяться выражением вида

/ = /ое-№<?о, A3.97)

где iV —число атомов в 1 см3. Если теперь намагнитить железо

до насыщения, то интенсивность прошедшего пучка будет равна

0-p)]}. A3.98)

Относительное увеличение интенсивности, таким образом, равно

^ = ch(Мр) -1 «*> ^-ЮрЧг. A3.99)
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При этих геометрических условиях

p =?^Sa J F(9)(l-fcos2e)sin6d9. A3.100)

Этот результат справедлив только при наличии полного насы-

насыщения; небольшие отступления от этого условия приводят
к значительному ослаблению эффекта. Последнее обусловлено
деполяризацией нейтронов при неадиабатическом переходе от

одного из доменов к следующему, обладающему несколько иным

намагничением. Такой эффект был исследован Хальперном
и Голыптейном [94], которые показали, что для его учета
в выражение A3.99) для Д/// необходимо ввести множитель

/(,./а/), где X — величина, связанная с линейными размерами

доменов, г — процентное отклонение от полного насыщения и

A3.101)

Экспериментальное подтверждение существования таких эффек-
эффектов было получено Блохом, Штаубом и их сотрудниками [95]г).
Точное определение абсолютного значения р является затруд-
затруднительным, поскольку плотность распределения Зй-электронов
железа не известна с достаточной точностью. Эксперименталь-
Экспериментальное значение лежит в интервале между 2,2 • 10~24 и 2,3 • 10~24 си2.
В магнитном поле в 10000 гаусс отношение Д/// должно быть

порядка 27,5%. Это отвечает степени поляризации

8= A3.102)

равной 60%; здесь /+ и /" — значения интенсивности прошедших
пучков в том случае, когда спины нейтронов соответственно

параллельны и антипараллельны направлению намагничения.

Получение частично поляризованных пучков нейтронов имеет

большое значение, так как оно представляет собой весьма

существенный этап процесса точного измерения магнитного

момента нейтрона [97].
Вопрос о магнитном рассеянии нейтронов ферромагнетиком

является относительно простым, поскольку в этом случае можно

ограничиться рассмотрением одного лишь упругого рассеяния.

Другие возможности рассеяния были исследованы Хальперном
и Джонсоном [98]2), рассмотревшими также различные поляриза-
поляризационные явления, которые при этом могут возникнуть.

х) См. также [96].
2) См. также [99].
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§ 5. Столкновения быстрых частиц со средними
и. тяжелыми ядрами

Поскольку расстояние между уравнениями возбужденного
комплекса, образовавшегося путем захвата нуклона (дейтрона,
а-частицы или другого легкого ядра) средним или тяжелым

ядром, по меньшей мере порядка 10 эв, резонансные эффекты
при столкновениях быстрых частиц с такими ядрами наблюдены

быть не могут. Может, однако, случиться, что состояние обра-
образовавшегося комплекса лежит в области перекрытия уровней.
Это скажется на величине сечения, так как в этом случае

каждый отдельный процесс будет представлять собой некоторое
среднее для энергетического интервала, содержащего большое

число уровней. Мы можем поэтому воспользоваться формулами,
приведенными в гл. VIII, § 8.

Рассмотрим сперва столкновения средних и быстрых нейтро-
нейтронов (например, с энергией от 1 кэв до 10 Мэв), так как в этом

случае на образование комплекса не влияют какие-либо тун-
туннельные эффекты. Если сечение для образования комплекса

есть (??, то для процесса, при котором испускается частица Р,

сечение будет определяться формулой

где Г = 2]Гр> а Гр — среднее значение парциальной ши-

ширины уровня, соответствующей испусканию частицы Р. При этом

учитывается также возможность у-излучения (парциальная ши-

ширина Гг) и повторного испускания нейтрона с его первоначаль-
первоначальной энергией (парциальная ширина Г^пр). Далее, если к —

волновое число нейтрона, то

упр.

A3.104а>

A3.1046)

где D— расстояние между уровнями вблизи возбужденного
уровня комплекса, a R — радиус ядра. При промежуточных зна-

значениях kR удобно представить Q° в форме тс.й2С, где С— ве-

вероятность «прилипания».

Благодаря значительной высоте кулонова потенциального

барьера испускание заряженных частиц комплексом обычно
весьма мало вероятно, за исключением случая наиболее тяже-

тяжелых ядер, например, ядер U235. которые уже в своих основных

состояниях неустойчивы по отношению к о-распаду и делению.

Исключая пока из рассмотрения такие случаи, можно записать-

A3.105)
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где Г^уир- — доля полной ширины уровня, обусловленная испу-
испусканием нейтрона с энергией, меньшей исходной, т. е. обуслов-
обусловленная неупругим столкновением.

Если энергия нейтрона недостаточна Для возбуждения низшего

возбужденного состояния ядра («= 100000 эв для тяжелых ра-
радиоактивных ядер), то ГЕе?пР- = О, и может иметь мебто только

радиационный захват или упругое рассеяние. Из эксперименталь-
экспериментальных данных, рассмотренных в § 2, следует, что для ядер
средней массы, повидимому, имеем

Г^р- ^1,4^/8- Ю-3 эв, A3.106)

где Е — энергия нейтрона в электрон-вольтах. Для комплексов,

образовавшихся в результате захвата тепловых нейтронов, Гг
порядка 0,1 эв; эта величина, вероятно,' не меняется существен-
существенным образом при изменении энергии нейтрона. Мы видим, таким

образом, что если энергия нейтрона превышает 5000 эв, то се-

сечение захвата становится меньше сечения упругого рассеяния.
При таких энергиях применима формула A3.104а), так что,

полагая (как и в § 2)DzzlO эв, получаем

hi
? % 0,8 ¦ Ю-24 см2 при Е = 5 кэв.v ~

AmE

В тех случаях, когда энергия нейтрона достаточна для воз-

возбуждения, член рнеупр. приобретает существенную роль и начи-

начинает превышать Гп. Парциальная ширина уровня для испуска-
испускания нейтрона, при котором остаточное ядро обладает энергией
возбуждения U эв, будет сперва порядка 1,4 • 10~3 (Е— С/I/2 эв.

Число таких возбужденных состояний быстро возрастает с уве-
увеличением энергии, так что доля ширины уровня, обусловлен-
обусловленная каждым таким состоянием, вскоре начинает превышать

Гу,пр. В том случае, когда может быть возбуждено большое
число уровней, становятся применимыми статистические форму-
формулы, приведенные в гл. VIII, § 8. В этом случае rjpynp. порядка
DN, где N — число возбужденных состояний, в которых ядро
может остаться после испускания нейтрона, тогда как 1'7,пр- по-

порядка D. Относительная вероятность того, что ядро останется

в данном возбужденном состоянии, пропорциональна плотности

уровней в соответствующей области. Поэтому значительно более

вероятно, что ядро останется в высоко возбужденном состоянии;

при этом большее количество вылетевших нейтронов будет
обладать малой энергией (см. гл. VIII, § 8). Типичный ход за-

зависимости Гг, ГупР- и Г^еУпР- от энергии возбуждения для тяже-

тяжелых ядер показан на фиг. 69.
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Эти общие заключения находятся в согласии с опытом, хотя

для рассматриваемой области значений энергии мы еще не распо-'
лагаем достаточно точными данными1).

Переходя к рассмотрению эффектов, связанных с воздействием

заряженных частиц, следует отметить, что приведенные выше

общие соображения справедливы также и при определении отно-

относительных вероятностей различных процессов распада образо-
образовавшегося комплекса. Таким образом, столкновение с быстрой
заряженной частицей скорее всего приведет к распаду ядра, со-

сопровождающемуся испусканием ней-

нейтрона с малой энергией. Это спра-
справедливо даже в том случае, когда

энергия возбуждения комплекса, об-

образовавшегося путем захвата заря-
заряженной частицы, настолько велика,
что может иметь место испускание
одной или нескольких заряженных
частиц с энергиями, достаточными

для прохождения через барьер. Бла-

Благодаря большой внутренней энер-
энергии дейтрона это часто может иметь

место при захвате дейтрона с энер-
энергией в несколько Мэв. Таким обра-
образом, если В—высота барьера, а ЕР—
энергия, освобождающаяся при ис-

испускании заряженной частицы Р, в

результате которого остаточное ядро

оказывается в своем основном со-

состоянии, то уровни энергии послед-

последнего после вылета частицы Р лежат

в интервале (Ер—В) вблизи основ-

основного уровня. В случае испускания
нейтронов этот интервал равен Еп.

Поскольку величина Еп сравнима с ЕР, она будет намного боль-

больше, чем {ЕР—В). Полная ширина уровня, соответствующего ис-

испусканию данной частицы, примерно пропорциональна числу
возможных конечных состояний остаточного ядра, а это число воз-

возрастает экспоненциально по мере увеличения интервала энергии
над основным уровнем (см. § 2). Отсюда ясно, что обычно наибо-

наиболее существенным процессом будет процесс испускания нейтрона.
Среди заряженных частиц, обладающих достаточной энергией

для преодоления потенциального барьера, наибольшая вероят-
вероятность испускания будет отвечать тем частицам, для которых
(ЕР—В) имеет наибольшее значение. В случае отсутствия таких

о г 4 б а ю

Энергия возбуждения
комплекса (в Мэв)

Фиг. 69. Схематически^ гра-
график зависимости парциальных

ширин уровней Гг, Гу, Г„,
Гупр. от энергии возбуждения
п

тяжелого составного ядра.

См., однрко, [100].
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частиц, которые могли бы преодолеть потенциальный барьер,
относительная вероятность испускания частицы определяется

комбинированным влиянием проницаемости барьера и числа воз-

возможных конечных уровней. Поэтому вероятность испускания
о-частицы часто оказывается сравнимой с вероятностью испуска-
испускания протона—меньшая проницаемость барьера компенсируется
в этом случае большим числом возможных конечных состояний,
обусловленным малостью внутренней энергии а-частицы. С дру-
другой стороны, в случае дейтрона, в связи с его большой внутренней
энергией, число конечных состояний оказывается настолько огра-

ограниченным, что испускание дейтрона из комплекса наблюдается
очень редко.

Сечение Qp, соответствующее образованию комплекса путем
захвата заряженной частицы Р, отличается от соответствующего
сечения Qn, отвечающего образованию комплекса при захвате

нейтрона, главиым образом вследствие различного влияния потен-

потенциального барьера. Если длина волны падающей частицы значи-

значительно больше, чем размеры ядра, то Q% определяется формулой,
аналогичной формуле A3.104а), но \Pav~ отличается при этом от

ГпПр' множителем е~р, представляющим собой вероятность проник-
проникновения через барьер частиц с нулевым моментом количества

движения, а именно:

rFp- « ГГР- е~р. A3.107)
В том случае, когда падающая частица не является простым ну-
нуклоном, в эту формулу следует ввести еще дополнительный множи-

множитель, величина которого меньше единицы. Этот множитель учиты-
учитывает необходимость выполнения определенных ориентационных

условий для образования комплекса. Однако этот эффект, пови-

димому, не играет существенной роли даже для а-частиц.
Если длина волны падающей частицы меньше размеров ядра,

то в соответствии с формулой (8.1046) имеем

Ф=?2B'+1К'в~Р1. A3Л08>

где e~pi — вероятность прохождения через барьер, а С* — вероят-
вероятность прилипания для частиц, имеющих квантовое число, от-

отвечающее моменту количества движения, равное е. Если Сг
можно положить равным единице для всех значений I, при ко-

которых e~pi достаточно велико, то вместо A3.108) получаем

QCP = *4> A3Л09>

где

A3.110)
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В любом случав 1е может быть вычислено с помощью формулы
C.36). Если вероятность прилипания значительно меньше еди-

единицы, то обычно достаточно положить

$> =!?? A3.111)

где С, если отвлечься от ориентационного множителя, практи-
практически такое же, что и для нейтронов с той же скоростью.

Распад тяжелых ядер под действием дейтронов представляет
особый случай, так как в связи с исключительно низкой энергией
связи дейтрон может распасться до того, как протон полностью

проникнет через потенциальный барьер. В таком случае может

иметь место захват нейтрона и испускание протона. Предположе-
Предположение о возможности такого процесса впервые было выдвинуто Оп-

пенгеймером и Филлипсом [101]; в дальнейшем оно было рассмот-
рассмотрено рядом авторов [102]. Этот процесс, повидимому, не играет
существенной роли для легких ядер, но является ответственным

за относительно большое значение сечений для распада тяжелых

ядер при бомбардировке их дейтронами.

§ 6. Деление ядер

Энергия связи ядра, рассчитанная на одну ядерную частицу,
достигает, максимального значения в случае ядер, масса которых
близка к массе ядра никеля, а затем снова убывает по мере даль-
дальнейшего возрастания массового числа. Отсюда следует, что такое

ядро, как ядро урана, является энергетически весьма неустой-
неустойчивым по отношению к делению на два более легких ядра сравни-
сравнимой массы. Вероятность такого деления ядра обычно очень мала

в связи с большой величиной энергии активации той конфигура-
конфигурации, через которую эта система должна пройти для того, чтобы

могло произойти деление. В случае ядра U235 захват медленного

нейтрона приводит к образованию комплекса U23e. который уже
обладает энергией возбуждения, превышающей энергию, необ-

необходимую для перехода через активированное состояние,—энер-
состояние,—энергия связи нейтрона больше энергии активации. Поэтому имеется

значительная вероятность того, что комплекс распадается таким

путем, вместо того чтобы освободиться от избытка энергии путем
у-излучения или повторного испускания нейтрона. Для других

ядер, встречающихся в естественных условиях в достаточном

количестве, захват теплового нейтрона не приводит к образованию
комплекса, обладающего энергией, превышающей энергию акти-

активированного состояния. Нейтроны с кинетической энергией
порядка 0,5 Мэв или больше могут, однако, образовывать такие

сверхактивированные комплексы при столкновении с некоторыми

другими ядрами, в частности при столкновении с U238 и Th232.
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Явление деления ядер впервые было открыто в 1939 г. Ганом

и Штрассманом [103], получившими при реакции медленных ней-

нейтронов с ураном продукт, обладающий химическими свойствами

бария. Вскоре Мейтнер и Фриш [104] выдвинули предположение
о механизме этой реакции; теория этого вопроса изложена по-

подробно в работе Бора и Уилера [105], ставшей сейчас классической.

Хотя экспериментальные данные относились только к естествен-

естественному урану, Бор и Уилер, исходя из теоретических соображений,
пришли к определенному заключению о том, какие именно изо-

изотопы являются ответственными за различные наблюдаемые, эф-
эффекты. Поскольку развитые ими методы исследования являются

превосходной иллюстрацией применения теории ядерных столк-

столкновений, мы остановимся здесь кратко на их рассмотрении.
Полученные экспериментальные результаты заключались в сле-

следующем.
а) Резонансный захват, сопровождающийся излучением1), наблю-

наблюдается в случае нейтронов с энергиями порядка 25 эв; при этом

сечение, усредненное по резонансной области, равно 1,2.10~?1 си2.

б) Измеренное сечение захвата для этих нейтронов равно
1,2- 10~21 см2. Это сечение Qg связано с сечением, отвечающим

точному резонансу (?рез.> соотношением вида [23]

A3-112)

где Д — допплерова ширина, а Г — истинная ширина резо-
резонансного уровня. Функция / сводится к единице при Г>Д и

становится равной утс^Д/Г дри Д < Г. Мы имеем, таким

образом:

Максимум сечения — 2,4 • 10'21 см2 (Д < Г),

Максимум сечения = 3,0 • 10~21 Д/Г см2 (Д » Г); A3.113)

для урана Д = 0,12 эв.

в) Для радиационного захвата тепловых нейтронов сечение

равно 1,2 • Ю-24 см2.

'г) В резонансной области сечение распада меньше 0,1 сече-

сечения радиационного захвата.

д) Тепловые нейтроны вызывают деление с сечением в ин-

интервале 'между 2 • 10~2* и 3 • 10~24cm2.

е) В случае медленных нейтронов сечение деления изменяет-

изменяется, как о (о — скорость нейтрона), по крайней мере до энер-
энергий в несколько электрон-вольт.

г) Опытный факт заключается в наличии fj-активности только для

урана, в отличие от эффектов, вызываемых тепловыми и быстрыми
нейтронами.
26 н. Мотт и Г. Мессп
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ж) Нейтроны с энергией 2 — 3 Мэв также вызывают деление,

при этом сечение — величина порядка 0,5 • 10~24 см2 и лишь

незначительно изменяется в рассматриваемом энергетическом
интервале.

1. Резонансный радиационный захват. Естественный уран
представляет собой смесь трех изотопов: U238i U23s и U234>
встречающихся в соотношении 1 : 1/139 : 1/17000. Максимальное
сечение л/А2 для захвата нейтрона с энергией 25 эв равно
2,5 • 10~20 см2. Из результата «б» следует, что захват, сопрово-
сопровождающийся излучением, может быть обусловлен только наиболее

распространенным изотопом. Воспользовавшись теми же мето-

методами анализа, как и в § 2, можно показать, что парциальная
нейтронная ширина уровня Г„ равна Гг/40 чв Г/40 и Д/40 при
Г>Д и <Д соответственно. Поскольку Д = 0,12эв, отсюда

следует, что Г„ > 0,003 эв. Анализ данных о захвате ядер сред-
средней массы показывает, что Гп должно быть порядка 0,01 эв

(т. е. 1,4 ¦ 10~3 • 251/2) при резонансной энергии в 25 эв. Посколь-

Поскольку в случае тяжелых ядер, например урана, эта величина

должна быть меньше, Гп можно приближенно положить равным
0,003 эв. Величина 1\ не может в таком случае превышать
0,12 эв; однако последнее значение, вероятно, не на много

меньше, чем это следует из опытных данных, полученных для
более легких ядер.

Определив значения Г„ и Гг, можно найти сечение радиа-
радиационного захвата тепловых нейтронов, если оно обусловливает-
обусловливается только одним резонансным уровнем. В этом случае

<?г(теплов.) = ^-Гп (теплов.) -=f . A3.114)

Поскольку Гп пропорционально скорости нейтрона, можно вы-

вычислить Г„ (теплов.); это дает
•

<?г(теплов.)л.0,4 ¦ 10-^ см2. . A3.115)
Из результата «в» следует, что это значение составляет при-

примерно х/3 наблюдаемого. Это значит, что сечение обусловливает-
обусловливается не одним, а несколькими уровнями. Если учесть влияние

уровней энергии, лежащих как выше, так и ниже тепловой

энергии, то множитель 3 указывает на то, что расстояние

между уровнями D комплекса U239 — величина того же порядка,
что и наблюдаемая резонансная энергия (около 20 эв).

2. Деление ядер под действием медленных нейтронов. Пере-
Переходя к вопросу о делении ядер под действием медленных ней-

нейтронов,, легко убедиться в том, что это деление не может про-
происходить за счет распространенного изотопа. Из результата «г»
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следует, что в точке резонанса парциальная ширина уровня

для деления меньше 0,1 Гг. Поскольку Г^ будет убывать по

мере увеличения энергии нейтрона (см. ниже), из результата
«в» следует, что сечение деления lJ38 под действием медлен-

медленных нейтронов меньше 1,2 • 10~26 см2, т. е. в 20 с лишним раз
меньше наблюдаемого сечения для естественного урана.

Сечение Qf для деления под действием тепловых нейтронов
должно поэтому лежать между 3 • 10~22 и 4 • 10~22 ом2 и между
3 • 10~2о.и 4 • 10~2Ос./И2 для U235 и U23i соответственно. Рассмотрим
теперь две возможности: возбужденный комплекс лежит либо в

области дискретных, либо в области перекрывающихся уровней.
В первом случае рассматриваемый эффект определяется

в основном отдельным резонансным уровнем и

=? С1 ±к \

где Г; —ширина уровня, соответствующего делению. Величина

Г„ должна быть примерно одинаковой для всех трех . изотопов,
так что для тепловых нейтронов ее снова можно положить

равной 10~4 эв. Для того чтобы удовлетворялось условие «ж»,

Er или
у Г, или обе эти величины должны превышать несколько»

электрон-вольт. Подставляя численные значения и учитывая, что

Г > Г^, мы приходим к заключению, что если ответственным

за эффект изотопом в данном случае является U234> то как Г,
так и Er должно быть значительно меньше 1 эв. [Если поло-

положить s = 0 и выбрать верхний знак в формуле A3.116), то

Г<т=эв и \Er\ < гпдвЛ Эта возможность поэтому исключается.

Таких противоречий не возникает, если рассматриваемый
эффект может быть приписан U235- Делая различные предполо-
предположения относительно спинов, мы получаем в этом случае: 1) при
's>3/2 Г < 13 эв, |2?д|<3эв; 2) при s = l/2 и нижнем знаке

в формул* A3.116) Г<7эв, | Яд |< 1,7 эв; 3) при s = \/2
и верхнем знаке в формуле A3.116) Г < 20 эв, \ER\ < 5 эв.

Далее, поскольку либо \Er\, либо
у

Г должно быть вели-

величиной порядка 1 эв или больше, имеем

Г;>10эв.
Как мы видим, при этом не возникает противоречий, за исклю-

исключением, быть может, того случая, когда выполняется условие 2.
С другой стороны, I'j должно быть величиной порядка расстоя-
расстояния между уровнями, которое, как это следует из данных о радиа-

радиационном захвате для возбужденного комплекса, образовавшегося
26е
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из U238. есть величина порядка 20 эв. В случае U235 следует
ожидать.такого же порядка величины Tf. Необходимо поэтому
рассмотреть иную возможность —случай, когда возбужденный
комплекс находится в области перекрывающихся уровней. В этом

случае имеем

Для U235 это условие удовлетворяется при Б—20эв, в случае
^234 D должно было бы иметь при этом недопустимо малое

значение @,4 эв).
Можно, таким образом, прийти к заключению, что деление

под действием медленных нейтронов обусловливается изотопом

U235» из которого образуется комплекс, возбужденный до области

перекрывания уровней. Возможность того, что процесс деле-
нвя связан с относительным изолированным уровнем, не может

быть, однако, полностью исключена из рассмотрения на осно-

основании перечисленных выше фактов. В любом случае ширина

уровня Fj, соответствующая процессу деления, должна быть

величиной по крайней мере порядка 10 эв.

3. Теоретическая оценка ширины уровня, соответствующего

делению. В порядке проверки справедливости приведенных выше

доводов интересно оценить величину Tf. Процесс деления

связан с относительным движением двух тяжелых медленных

ядерных осколков, так что в этом случае могут быть приме-
применены классические соотношения; в частности, может быть

использован метод переходного состояния (гл. VIII, § 8). В ре-

результате получаем

Tt = ~N*, A3.118)

где N* — число уровней в переходном состоянии, через кото-

которое должна пройти рассматриваемая система, чтобы произошло
деление. Если предположить, что распределение уровней в пере-
переходном состоянии сходно с распределением уровней нормального

ядра, то величина /V*, вероятно, будет порядка единицы в том

случае, когда составное ядро, образовавшееся путем захвата

медленного нейтрона, обладает энергией, превышающей на

50—10 кэв энергию, необходимую для перехода системы через

промежуточное активированное состояние. Значение Г^ — ве-

величина порядка 10 эв— является поэтому вполне разумным.
4. Деление под действием быстрых нейтронов. Остается

теперь рассмотреть вопрос о делении под действием быстрых
нейтронов. Этот процесс не может быть обусловлен каким-либо
из редких изотопов. При рассматриваемых энергиях длина
волны нейтрона мала по сравнению с радиусом ядра (9,5 • 10~*3 см

«Для U). Сечение захвата не может поэтому заметно превышать
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kR2 (см. гл. VIII, § 1), в то время как если бы это сечение

определялось даже изотопом U235, оно должно было бы быть по-

порядка 7 • 10~23 см2 (см. выше), т. е. в 25 раз превышать мак-

максимальное значение.

Никаких трудностей не возникает, если приписать рассматри-
рассматриваемый эффект изотопу U238- Так как мы наверняка имеем

дело со случаем перекрытия уровней, то

n
= 2-8

Отношение VJD в среднем равно Nп—числу уровней ядра Ua38i
которые могут быть возбуждены быстрыми нейтронами. Оно будет
быстро возрастать по мере увеличения энергии возбуждения
комплекса U23e, т. е. по мере увеличения энергии нейтрона. Ана-
Аналогичным образом Yj/D будет быстро возрастать при увеличений

энергии нейтрона от нулевого значения, отвечающего тому слу-
случаю, когда энергия возбуждения комплекса U239 меньше энергии
активации, необходимой для деления. Поскольку основной уро-
уровень, от которого отсчитывается N*, лежит выше уровня, отве-

отвечающего Nn, Гп обычно будет больше Г^, хотя при изменении

энергии нейтрона оно будет изменяться в основном таким же обра-
образом, как и в том случае, когда энергия возбуждения значительно

превышает энергию активации для деления. Это согласуется с ре-
результатом «ж», согласно которому Г//Гп ^ 1/5. Опытные данные,

упомянутые в условии «ж», показывают, что энергия активации

для деления U238 меньше чем на 2 Мэв превышает энергию связи

нейтрона.
Фиг. 69 иллюстрирует зависимость парциальных значений

ширины уровней Г^, Г^пр', Г„, Гг от энергии возбуждения состав-

составного ядра, найденную на основании рассмотренных выше явле-

явлений захвата нейтронов.
Все эти заключения были подтверждены дальнейшими опы-

опытами, хотя численные значения различных величин претерпели

при этом некоторые изменения. Бор и Уилер не только сумели
объяснить , экспериментальные данные описанным выше путем,
но показали также, что если воспользоваться полуэмпирическими

формулами для определения энергии ядер, то энергия активации

для деления U236 должна быть меньше, а для деления U23fl—больше
энергии связи нейтрона. Они сделали также ряд заключений отно-

относительно свойств деления других тяжелых ядер.
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Глава XIV

ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ПЕРЕХОДОВ ПО МЕТрДУ
ВАРЬИРОВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ

§ 1. Введение

Задачи, встречающиеся в квантовой механике, могут быть

подразделены на две группы: на задачи, связанные с вычислением

собственных значений энергии и других наблюдаемых величин

для данной динамической системы, и на задачи, связанные с вычи-

вычислением вероятности перехода системы из одного состояния в дру-
другое под влиянием данного возмущения. В этой главе мы рассмот-

рассмотрим методы, пригодные для решения задач второго типа. В пре-

предыдущих главах нами была вычислена вероятность перехода
вполне определенного типа, а именно перехода между двумя
состояниями с одинаковой неквантованной энергией, вызванного

возмущением (взаимодействием между атомом и сталкивающейся
с ним частицей), независящим от времени. При решении задач
такого рода оказалось удобным пользоваться периодической'
волновой функцией, содержащей время только в показателе

экспоненциального множителя ехр( — 2-iWt/h). В этой главе-
мы рассмотрим методы вычисления вероятностей переходов между
состояниями, одно из которых квантовано; в таком случае поль-

пользоваться периодической волновой функцией уже нельзя и следует

применять «метод варьирования параметров»*). Переходы, рас-

рассматриваемые в этой главе, могут быть подразделены, на два

класса, указываемые ниже.

1. Переходы из квантованного состояния в неквантованное

состояние с равной энергией, вызванные возмущающим полем,

независящим от времени. Примеры переходов такого рода: радио-
радиоактивный распад, эффект Оже ¦ [2], спонтанная диссоциация

молекулы, находящейся в возбужденном вращательном состоя-

состоянии. Теория возмущений особенно пригодна для решения задач
этого типа, так как если возмущающее поле не является «малым»,

то понятие вероятности перехода утрачивает смысл. В этом легче

всего убедиться на примере эффекта Оже при вычислении вероят-
вероятности того, что один из двух электронов, находящихся в возбу-
возбужденных состояниях в одном и том же атоме, вернется в основное

состояние, передав при этом свою энергию второму электрону,

который в результате покинет атом. В этом случае «возмущающей.

*) Этот метод впервые был предложен Дираком [1].
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энергией» является потенциальная энергия взаимодействия элек-

электронов; если она не «мала», так что соответственно не мала так-

также и вероятность перехода за время, обратное частоте соответ-

соответствующих колебаний, то нет никакого смысла говорить об элек-

электронах как о находившихся первоначально в определенных ста-

стационарных состояниях.

К переходам между двумя неквантованными состояниями эти

соображения, однако, не относятся; при исследованпи задач тако-

такого рода применимость метода возмущений зависит от совершенно
иных обстоятельств, рассмотренных нами в гл. VII, § 2.

2. Переходы, обусловленные возмущающим полем, завися-

зависящим от времени. Начальное и конечное состояния могут в этом

«лучае обладать различной энергией. Как начальное, так и конеч-

конечное состояния могут быть квантованными и неквантованными.

В качестве примеров можно привести возбуждение или ионизацию

атома в результате его столкновения с а-частицей, причем а-ча-

«тица рассматривается как движущийся силовой центр; поглоще-
поглощение света и фотоэффект в том случае, когда световая волна

не трактуется как квантованное поле. Переходы первого типа

могут быть рассматриваемы как частный случай переходов
второго типа. Мы исследуем их в связи с этим в следующей
последовательности.

1. Переходы, обусловленные возмущением, зависящим от

времени.
а) конечное состояние квантовано,

б) конечное состояние принадлежит к неприрывному энерге-
энергетическому спектру.

2. Переходы, вызванные возмущением, периодическим во

времени.
3. Переходы, вызванные' возмущением, не зависящим во

времени.

§ 2. Возбуждение атома возмущением,

зависящим от времени

Для простоты в качестве невозмущенной системы рассмотрим
электрон, движущийся в поле бесконечно тяжелого ядра.

Пусть г — координата электрона, Н
—

оператор Гамильтона для
невозмущенного атома, a <l>s(r) и ^ — волновые функции (не за-

зависящие от t) и значения энергии стационарных состояний,

удовлетворяющие уравнению

(Я-И^,)ф, = 0. A4.1)

Предположим, что энергия возмущения такой системы имеет

вид F(r, t) и что первоначально (t = t0) атом находился в со-
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стоянии s = 0. При этом исходная волновая функция имеет вид

A4.2)

Волновую функцию, соответствующую любому последующему
моменту времени, обозначим через ЧГ(г, t); эта функция может

быть найдена с помощью начального условия A*5-2) и волнового

уравнения

A4.3)

Разложим W в ряд :

ЧГ(г, *) = 2(М*)Ф.(')е*р(--?^р-) A4.4)

и примем, что | as (t) |2 определяет вероятность нахождения атома

в состоянии s в момент времени t (это справедливо только для

квантованных состояний; случай неквантованных состояний

исследуется в п. 1). Мы должны, таким образом, вычислить

коэффициенты as(t). Подставляя A4.4) в левую часть уравне-
уравнения A4.3), получаем

Это выражение должно равняться W. Умножая обе части

равенства на любую из функций <!*s* (r)exp(-j-2i«TFs?/A) и инте-

интегрируя по всем значениям г, получим

t)W(r,t)dv. A4.5)

В начальный момент времени t ¦—10 все коэффициенты as равны
нулю, за исключением коэффициента а0, равного единице;

проинтегрировав выражение A4.5), мы получим поэтому (при
условии sф 0)

Это уравнение является точным. Оно не может быть исполь-

использовано непосредственно для вычисления as, так как правая его

часть содержит неизвестную функцию W. Если, однако, можно

предположить, что при наличии возмущения функция Чг (г, t)
лишь слегка отличается от своего первоначального вида, то
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приближенно ее можно заменить в уравнении A4.6) функцией

.'VoWexpf^ _<

Это даст

где

Fs0 (г) = \ ф* (г) F (г, г)ф0(г)о!г. A4.8).

Такое приближение допустимо лишь в том случае, когда

возмущающая энергия «мала». Смысл этого определения зави-

зависит от характера рассматриваемого возмущения. Мы исследуем
прежде всего случай возмущения, обусловленного тяжелой

заряженной частицей .с зарядом Е, проходящей через атом,,

причем будем трактовать эту частицу, как движущийся силовой1

центр.
Есси ядро атома находится в начале координат, а положе-

положение возмущающей частицы в момент времени t характеризуется

координатой
= (А, I , VI),

ТО

Вероятность того, что после столкновения атом перейдет
в состояние s, определяется величиной |as(°°)l2> где

со

. . 2га Г
лт

. . Г 2ni(Ws —W0)t I ,, ,., .п,

я8(оо)= —

у Fs0 (t) exp 1
v

'h °-J-^dt. A4.10)

.i

Метод возмущений применим здесь лишь в том случае, если

волновая функция мало изменяется в процессе столкновения.

Это условие соблюдается, очевидно, при больших расстояниях
между сталкивающимися частицами; можно, однако, показать,,
что оно выполняется также и в случае столкновений, при
которых частица проходит через атом, если скорость ее при
этом столь велика, что время, в течение которого действует
возмущение, оказывается малым. Метод возмущений применим
также и в том случае, если*заряд частицы Е мал по сравнению
с Ze. Необходимое условие применимости этого метода имеет

вид
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Это условие не является, однако, достаточным; так, например,

в случае очень медленно меняющихся возмущений as (t) во время
¦столкновения может быть величиной порядка единицы, несмотря
на то, что as(co) мало (см. гл. VIII, § 6).

Если возмущение обусловлено световой волной, нас интере-
интересует вычисление вероятности Psht того, что за время &t будет
возбуждено состояние s. Если мы положим ^]Ре = Р, то веро-
вероятность того, что через время t атом останется в своем нор-
нормальном состоянии, определится величиной e~Tt; при зтом

предполагается, конечно, что спонтанное излучение не имеет

места. Метод возмущений будет справедлив, таким образом,
для значений t, удовлетворяющих неравенству

Возмущения такого типа будут рассмотрены в § 3; при этом

будет показано, что метод возмущений всегда дает точное зна-

значение Ps, за исключением того случая, когда интенсивность

¦световой волны достаточна для возбуждения атома за время

порядка 1/v; однако последнее практически никогда не имеет места.

Ионизация атома возмущением, зависящим от времени.
Волновая функция W(r, t), описывающая возмущенное состо-

состояние атома, должна содержать также члены, характеризующие
его ионизованные состояния. Разложение A4.4) является по-

поэтому неполным; мы должны заменить его выражением

A4.11)

где функции tyw(r) являются решениями уравнения A4.1) при
положительных значениях энергии. Эти функции имеют вид

здесь Sn — нормированные шаровые функции:

su _ [ Bп+1)(и-вI 1 »/2 „
.

L — радиальный множитель волновой функции, нормированный
таким образом, что [см. формулу B.15) 4>]

•

L -v, (kr)-1 sin [кг - у пти + ¦>]„) ,

х) Член BnZeykv) In 2кг, фигурирующий в случае кулонова поля, здесь
¦опущен.
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N — постоянная. В выражении A4.11) суммирование приводится
по всем значениям п и и. Полагая

2k(ho)-1l; A4.12)

можно показать [3], что функция G, определяемая выражением

(r) tyw>пи {г) dx = G(W, Л)

(интегрирование производится здесь по сфере радиуса R), обла-

обладает следующим свойством: если f(W) — любая функция от W,
то

00

lim [G{W, R)f(W)dW =m [

Основываясь на этом свойстве функции G(W, R), можно поло-

положить

G(W, oo) = b(W-W),

где о — Я3-функция" Дирака [47]. Воспользовавшись соотноше-

соотношением A4.12), легко показать далее, что

J dt. A4.13)
to

Волновая функция может быть, таким образом, определена
формулой A4.11).

Зная эту функцию, можно вычислить вероятность ионизации
атома. Предположим, что возмущение действует лишь от момента

времени t = 0 до момента t = Т, и вычислим вероятность Pdvodm
того, что на протяжении этого промежутка времени электрон
вылетит из атома в направлении п внутри телесного угла do>,
обладая при этом скоростью, лежащей в интервале между ь9
и vo + dvo.

Исследуем асимптотическую форму функции W (г, t) для зна-

значений г, t, определяемых соотношением r = nyo?, при условии
t dv0 > Tv0, выражающем то обстоятельство, что, действие возму-
возмущения прекратилось задолго до момента t. Ясно, что при этих

условиях

Pdv0 dm = | W |2 r2 dr dm = | W |2 t3vl dv0 dm. A4.14>
Правая часть этого равенства не должна зависеть от t; мы

покажем в дальнейшем, что это требование выполняется.

Исследуем функцию A4.11) при больших значениях га t.

Коэффициент aw(t), определяемый выражением A4.13), при
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t-^-oo стремится к некоторому постоянному значению, так как

энергия возмущения V предполагается отличной от нуля только*

в интервале 0< t < Т. Заменяя uw(r) ее асимптотическим зна-

значением при больших г, мы видим, что единственные члены.,

содержащие г и t в интервале A4.11), имеют вид

(кг)-1 sin Скг -
у
п- И- х,Л e-

или

B*I {ехрB**г)-1 {
- A4.15»

Интеграл A4.11) берется от W = 0 до W= oo и, следовательно,,

от « = 0 до « = оо. Первый из двух членов выражения A4.15)
имеет в этой области стационарную точку *); при v = rjt и при
достаточно больших значениях г и t численное значение инте-

интеграла A4.11) полностью определяется областью значений &,.
близкой к этой точке2). Второй член выражения A4.15), соот-

соответствующий сходящейся волне, такой точкой в рассматриваемой
области не обладает. При вычислении интеграла он дает поэтому
члены более высокого порядка относительно 1/t, так что им

можно пренебречь.
Первый член выражения A4.15) может быть записан в форме

Bikr)-1exp {^Р [ — \ t (v - «0J + («0r — у уо*) -уЯ
A4.16).

где vo = r/t- Воспользовавшись тем, что

и полагая dW==mvdv, получаем из A4.11)

(оо) ЛГ (Жо) (г^ог) X
n,u

X (J?)I/2 пгу0 ехр ( - у яяг + щп^ Si (в, ер)

где

') Стационарной точкой функции г*'^°' называется такое значение »>.

при котором /' (»)= 0.

2) Эта теорема может быть доказана путем преобразования контура
интегрирования в комплексной плоскости.
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или же

m^r-i(!?p>y/2|/F,<p)|, A4.17)

где

причем r = vot. Отсюда следует, что | Ч' [2 пропорционально t~3.
Соотношение A4.11) дает

P<fo0dco=:^| /(б, ?)|»Ajoda>. A4.18)

Далее, проинтегрировав A4.18) по всем значениям 8 и ср, нахо-

находим полную вероятность испускания электрона с. энергией,
лежащей в интервале между W и W-\-dW:

(со) \*dW. A4.19)

Функция /F, ср) может быть представлена также и в иной

форме. Подставляя A4.13) в A4.16) и воспользовавшись фор-
формулой B.16), а также формулой F.24), получаем

X ехр[2^-^] . A4.20)

Здесь
cos в = cos б cos б' -f sin б sin б' cos (cp — ср'), A4.21)

а т$(г, б) —функция, исследованная нами в гл. II, § 1:

% (г, в) = 2 Bп +1) ine">nPn (cos б) Ln (г);
п

она имеет асимптотическую форму

г _|_ r-ieikr rX функция от 6.

Функция %(r', ii—в) описывает таким образом плоскую волну,

распространяющуюся в направлении, противоположном направле-
направлению 8, ср, совместно с расходящейся волной; она не является

при этом комплексно сопряженной к волновой функции конеч-

конечного состояния. Лишь в том случае, когда можно пренебречь
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влиянием ядра (быстрые электроны, малый атомный номер,
2^Zei/hv С 1) так, что % (г', тс —в) может быть заменено выра-
выражением ехр( — ikn ¦ г'), эту функцию можно рассматривать как

комплексно сопряженную к волновой функции конечного состоя-

состояния (см. примечание на стр. 69).

§ 3. Переходы, вызванные периодическим

во времени возмущением

Выберем энергию возмущения в форме

V(r, «) = )Л(г)е-2«^« + Ш*(г)е2»^«, A4.22)

где U зависит от г и не зависит от t, a/. — некоторый параметр.
Если в некоторый момент времени t = О система находится
в состоянии 0, то, согласно A4.13), волновая функция в момент

времени t имеет вид

A4.23)
X '" У *J X

'"
•

s

где

a _

exp [2»i (Ws-Wo-/iv) tjh]-1 .

v

exp [2ш (Ws—Wo + ht) tjh]—1 .

Tj*
~l rrr

40(r)dx. A4.25)

Для того чтобы в случае периодического изменения V резуль-
результаты имели физический смысл, время t, в течение которого дей-

действует возмущение, должно быть велико по сравнению с 1/v.
В отличие от задач, рассмотренных нами в § 2, где речь шла

о вычислении вероятности возбуждения при отдельном столкно-

столкновении,, нас интересует сейчас вероятность PsAt возбуждения
или ионизации атома за промежуток времени A?(A?>l/v).
Обозначим через P=^PS полную вероятность ионизации или

возбуждения за единицу времени; в таком случае вероятность
того, что через время t атом останется в своем нормальном
состоянии, равна e~Pt. Метод возмущений, с помощью которого
мы получили выражение A4.25), применим только в случае

таких значений t, при которых эта вероятность не слишком

сильно отличается от единицы, т. е. при условии

Рг«1. A4.26)
27 н. Лотт и Г. Месси
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Если, однако, возмущение обусловлено воздействием световой

волны, то Ps пропорционально интенсивности этой волны,

т. е. пропорционально л2, и при вычислении Ps можно вы-

выбрать X сколь угодно малым. Всегда можно, следовательно,

выбрать t так, чтобы условие A4.26) удовлетворялось совместно

с неравенством t > 1/v. Метод возмущений дает, таким образом,
правильные результаты для таких значений интенсивностей

возмущающего поля, при которых Р пропорционально >.2, что

имеет место для любых световых волн.

Интерпретация получаемых результатов зависит от того,

является ли конечное состояние квантованным или же принад-
принадлежит к непрерывному энергетическому спектру. Если конечное

состояние квантовано, то вероятность перехода | as |2 не должна

возрастать с течением времени, за исключением того случая,
когда v = vs0, где vs = | Ws— W0\/h. В этом случае, как легко

видеть из A4.24), она пропорциональна квадрату времени. Для
того чтобы результат имел физический смысл, следует учесть,
что возмущающее поле не является строго монохроматическим,
но состоит из большого числа налагающихся друг на друга полей,
характеризующихся различными частотами, близкими к vs0.
Вероятность перехода мы найдем, проинтегрировав | as |2 по всем

значениям v вплоть до критического значения vso- Положим
в A4.22) >.2 = dv. Второй член выражения A4.24) не является,

очевидно, существенным (при условии,-что Ws > Wo), и веро-
вероятность перехода приближенно равна

При больших значениях t этот интеграл определяется в основ-

основном значениями v, близкими к vs0. Он равен1)

*^**±. A4.27)

Таким способом может быть вычислен коэффициент поглощения В,
фигурирующий в теории Эйнштейна (дальнейшие подробности
см. [8]).

Если конечное состояние принадлежит к непрерывному энер-
энергетическому спектру, то можно воспользоваться методом, изло-

изложенным в § 2. Предположим, что возмущение действует в тече-

течение конечного промежутка времени Т, причем чТ > 1, но РТ < 1.
Из A4.23) следует, что \aw{T) \2dW определяет в таком случае

со

*) Мы воспользовались при вычислении формулой \
1 — cos ж
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вероятность испускания электрона с энергией в интервале между W
и W-{-dW. При W— Wo + Av эта функция имеет резкий макси-

максимум. Общее число электронов, испускаемых со всевозможными

энергиями, равно
2

UcoS^jrb)^]}
.

2[ UwQ

При чТ —> оо этот интеграл практически определяется значе-

значениями W, близкими к W0+-fi4, так что A4.28) может быть

заменено выражениемх)

42Г|^'г A4.29а)

которое и определяет искомую вероятность испускания электрона
за время Т. Аналогично число электронов, испускаемых за еди-

единицу времени внутри телесного угла dco, равно [см. A4.18) и A4*.20)]

(Лт:-6)лг/(г')-ЫО^'|2<Ь- A4.296)

Бете [5] показал, как следует интерпретировать волновую

функцию A4.23), не делая предположения о том, что возмуще-
возмущение действует только в течение промежутка времени 0 < t < Т.
Если точка г расположена вне атома, то функция ф8 обращается
в нуль, а функция tyw может быть заменена ее асимптотическим

значением

^^2Aш)-Ч*г-* sin ( кг-\пъ + -/

Воспользовавшись этим выражением для tyw, покажем, что если

vt > 1, то волновая функция A4.23) при г < vt соответствует

расходящейся волне с конечной амплитудой, а при г > vt — волне

с амплитудой, равной нулю.
Для точек г, расположенных вне атома, с помощью A4.23)

и A4.24) получаем

(T)^^nu0lz^_____ х

п,и

X (kr)-iN(W)sin (^kr-~пк+ fin^dW. A4.30)
Положим

так что

J) Гиперболическая волновая функция, используемая ври вычислении

Uwo, нормирована так же, как и в формуле A4.12).
27*
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Здесь Ww написано вместо W0 + hv, а ку = 2»i BjwWvI/a д.

Если ft велико, то подинтегральная функция в формуле A4.30)
имеет резкий максимум при W = W^ и A4.30) может быть
заменено выражением

-^—^—4 -<*¦-¦ A4-31)

Интеграл, стоящий в правой части этого выражения, равен

— Bikr)-{e

ikr — it,,

met
-

2

A4.32)

Если А и 2? — вещественные числа, то

sin sin

Очевидно, что этот интеграл равен нулю, если знаки А и В

одинаковы, и равен 2иг, если знаки А и В противоположны.
Второй интеграл в выражении A4.32), характеризующий пада-

падающую волну, обращается, следовательно, в нуль, тогда как

первый интеграл при г > Ы равен нулю, а при г < Ы равен 2ст.

Функция A4.31) приобретает в результате следующий вид:

'Г ~ Bкг)~» е*г-21»ич/л 2* N {W)
exp

X

*F~0 (r>vt).

Отсюда легко могут быть получены формулы A4.29а) и A4.296),
определяющие количество испускаемых электронов.

Ионизация атома водорода световой волной. Если скаляр-
скалярный и векторный потенциалы световой волны соответственно

имеют вид:

Ф = ср(ж, у, z)e-27tiv'-j-Комплекс, сопряж.,
А = а(ж, у, z)e~2iti%l'-f-Комплекс, сопряж.,

то оператор возмущения имеет вид

V(r, t) = U(r) e-27Civ'-J-Комплекс. сопряж.,
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где

U(г)— — еу-j-( 9
е. j a

• grad (согласно теории Шредингера),

?/(г)= — еэ — e,j] (в • а) (согласно теории Дирака).

Для волны, плоско поляризованной в направлении оси z,

можно положить

Отсюда

Если длина световой волны велика по сравнению с радиусом

атома, то ei<lz приближенно можно положить равным единице1).

§ 4. Переходы, вызванные возмущением,
не зависящим от времени

В этом случае соотношения, приведенные в предыдущем
параграфе, справедливы при условии v = 0. Поскольку в § 3
было показано-, что возможны только переходы в состояния

с энергией W0±hv, где Wo — энергия исходного состояния,
отсюда следует, что в данном случае возможны лишь переходы

в состояния с энергией Wo. Таким образом, при таких перехо-
переходах энергия остается неизменной, как это вытекает и из физи-
физической сущности рассматриваемых процессов.

1. Начальное и конечное состояния неквантованы. Рассе-
Рассеяние пучка электронов силовым центром. Воспользуемся фор-
формулой A4.296). Пусть функция tyo характеризует пучок элек-

электронов и нормирована таким образом, что за единицу времени
через единицу площади поперечного сечения проходит один

электрон, так что

<j0 = о-1'2ехр Aкл0 ¦ г).

Пусть, далее, ^(г)— потенциальная энергия электрона в поле

рассеивающего центра. Функция F (г',ъ — 0) сводится тогда к ви-

виду ехр (— ikn • г'), где п — единичный вектор направления 9/р.
Выражение A4.296) сводится к

exp[i&(no-n)- r']U(t')dx'

Эта формула уже была получена нами выше с помощью метода

Борна [формула G.5)].

5) Относительно применения этой формулы к вычислению фотоэлек-

фотоэлектрического эффекта см. [3, 6].
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2. Начальное состояние квантовано, конечное состояние

неквантоваио. В качестве примера рассмотрим нерелятивистскую

теорию внутренней конверсии у-лучей. Предположим, что а-час-

тица в ядре обладает координатой R и находится в возбужден-
возбужденном состоянии, описываемом волновой функцией Х;(Н), а элек-

электрон в атоме находится на .ЙГ-уровне в нормальном состоянии,
описываемом волновой функцией tyf(r). Нас интересует опреде-
определение вероятности того, что за единицу времени а-частица

перейдет в нормальное состояние, характеризующееся волновой

функцией Xj(JR), передав свою энергию электрону, который при
этом вылетит из атома. Если энергия взаимодействия имеет вид

то, согласно A4.23), эта вероятность определится выражением

2? ISS 'Qф*v (r> R) Xib dv dR Гdm> A4-33)
s

где ty—волновая функция, характеризующая конечное состоя-

состояние и нормированная так же, как и в формуле A4.12), а сум-
суммирование производится по всем возможным конечным состоя-

состояниям с соответствующей энергией.
Аналогичный метод был использован Борном [7] для рас-

рассмотрения вопроса о вероятности испускания а-частицы радио-
радиоактивным ядром.

ЛИТЕРАТУРА

1. Dirac, Proc. Roy. Soc, A114, 243 A929).
2. Auger, Journ. de phys. et rad., 6, 205 A925).
3. Зоммерфельд, Волновая механика, М.—Л., 1933.
4. Dirac, Quantum Mechanics, 3-е изд.
5. Bethe, Ann. d. Phys., 4, 443 A930).
6. Г а й т л e p, Квантовая теория излучения, М.—Л., 1940.
7. Born, Zs. f. Phys., 58, 306 A929).
8. M о 11 and S n e d d о n, Wave Mechanics and its Applications.



Глава XV

РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ЗАДАЧИ О ДВУХ ЧАСТИЦАХ.
ИЗЛУЧЕНИЕ

В настоящей главе мы не ставим своей целью обсуждение раз-
различных трудностей, возникающих при анализе соотношений между
квантовой механикой, электродинамикой и специальной теорией
относительности. Эти трудности связаны непосредственным обра-
образом с трактовкой явлений излучения. В данной книге мы огра-
ограничиваемся рассмотрением процессов столкновений, не сопрово-
сопровождающихся излучением. Основная задача настоящей главы—иссле-

главы—исследование столкновений между двумя частицами при релятивистских
условиях. Тем не менее мы покажем вкратце, как методы, разви-
развитые нами выше для анализа явлений, не сопровождающихся излу-
излучением, могут быть использованы также и при рассмотрении

процессов излучения. Получаемые при этом формулы вполне

эквивалентны тем, которые применяются обычно для задач
такого рода и получены по методу варьирования параметров [1].

§ 1. Релятивистская квантовая механика.

Применение запаздывающих потенциалов

Работы Дирака [2, 43] дают вполне законченную релятивист-

релятивистскую теорию движения одной частицы (протона или электрона)
в электромагнитном поле. Теория Дирака была применена к за-

задаче о водородном атоме [3], к вопросу о рассеянии быстрых элек-

электронов ядром (см. гл. IV, § 4), а также к вопросу о взаимодействии
электрона с электромагнитным излучением высокой частоты

[1, 4]. Вполне законченной релятивистской теории явлений,
связанных с взаимодействием двух или большего числа частиц,

в настоящее время, однако, еще не существует. Некоторый огра-
ограниченный круг относящихся сюда вопросов может быть все же

решен; а именно—при условии применимости первого приближе-
приближения теории возмущений (первого приближения Борна) оказы-

,
вается возможным вычисление вероятностей переходов между
различными состояниями.

В качестве иллюстрации метода вычисления вероятностей
переходов рассмотрим следующую задачу (эффект Оже). Пред-
Предположим,- что тяжелый атом потерял ^-электрон; в таком случае
имеется конечная вероятность перехода L-электрона в К-обо-
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лочку, при котором энергия этого электрона либо испускается
в виде светового кванта, либо передается одному из остальных

электронов. Вычислим вероятность того, что L-электрон передаст
свою энергию оптическому электрону.

Метод, которым мы будем пользоваться, исключает возмож-

возможность применения антисимметричных волновых функций для

исходного или конечного состояний. Мы будем рассматривать

электроны в отдельности друг от друга; положение внутреннего
электрона будем характеризовать вектором R; через Xi(^) обозна-
обозначим волновую функцию электрона в исходном состоянии в L-обо-

лочке, а через yf (R)—волновую функцию, характеризующую ко-

конечное состояние электрона в .ЙГ-оболочке. Волновую функцию,
характеризующую исходное состояние оптического электрона,
обозначим через ф; (г), а волновую функцию для конечного иони-

ионизованного состояния—через ф^ (г). Влияние эффекта антисим-

антисимметрии мы рассмотрим в конце этого параграфа.
Внутренний электрон может возвратиться на ^-уровень, либо

передав свою энергию другому электрону, либо же испустив ее

в виде светового кванта. Вероятность последнего события, отне-

отнесенная к единице времени, обозначается через Ai^f, где А назы-

называется коэффциентом Эйнштейна. Согласно любой нерелятивист-
нерелятивистской теории (с—^ со), коэффициент А равен нулю, так как в от-

отсутствие поля излучения атом должен оставаться в своем возбу-
возбужденном состоянии. Дираку [5, 43] удалось определить коэффи-
коэффициент А, трактуя поле излучения как совокупность световых

квантов, подчиняющихся законам квантовой механики. До по-

появления теории Дирака коэффициент А был определен следующим
образом [6].

Излучающая система—в нашем случае L-электрон—тракто-
L-электрон—трактовалась как классический заряд, распределенный с плотностью

р e~27tiv^' -f-Комплекс, сопряж., A5.1)

где

P/i= -eX/Xi-

Вектор тока, соответствующий этой плотности заряда, равен

j/i e~2nivf{l -f- Комплекс. сопряж.,

где

j/i = еХ* Pi ffXi (уравнение Дирака),

j/i = 4^ (Х/ grad Хг
-

X/ grad X*) (уравнение Шредингера).

Согласно классической теории, такой плотности заряда должно
отвечать осциллирующее электромагнитное поле, излучающее
энергию. Энергия, излучаемая за единицу времени, может быть
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вычислена. Разделив эту энергию на энергию светового кванта

Ei — Ef , мы. получим формулу, определяющую коэффициент А.

Ясно, что подобный метод вычисления коэффициента А пред-
представляет собой неудовлетворительную смесь классической и

квантовой механики; тем не менее он может оказаться полезным

при построении релятивистской теории взаимодействия двух ча-

частиц. Найдем поэтому поле, обусловленное наличием осцилли-

осциллирующей плотности заряда A5.1).
Согласно классической электромагнитной теории, скалярный

потенциал Ф и векторный потенциал А, соответствующие такой
плотности заряда, определяются дифференциальными уравнени-
уравнениями вида

^3 + • •
•• A5.2а)

+ ... A5.26)

Для нахождения частного решения этих уравнений положим

Ф = ср (х, у, z) e~ 7civ/i'+Комплекс, сопряж.,

А = а (х, у, z) e-27tiv/i' + Комплекс, сопряж., A5.3)
что приведет нас к уравнению

,__*,„. A5.4,-

Решение этого уравнения, описывающее расходящуюся волну,
имеет вид

¦2tjv.. I г—г'I

)
При больших г с помощью асимптотической формулы A5.5)
получаем

ш,п (^)j \ ехр( ^
Xp/i(a;', у', z')dx'+...,

где n = r/r. Аналогичное выражение получается также и для

векторного потенциала; в результате мы можем вычислить ско-

скорость излучения энергии.
Для нахождения вероятности того, что L-алектрон передаст

свою энергию оптическому электрону, мы будем поступать так,
как если бы поле Ф, А, определяемое функцией A5.5), суще-
существовало на самом деле, и исследуем его влияние на оптиче-

оптический электрон, воспользовавшись с этой целью методом, изложен-

изложенным в гл. XIV, § 3. Вероятность испускания электрона возра-
возрастает с течением времени только в том случае, если энергия,.
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получаемая электроном, равна ± hvfi. Вероятность испускания

электрона за единицу времени [см. формулу A4.29а)] опре-
определяется при этом выражением вида

!' A5-6)

где ф/— волновая функция, описывающая конечное состояние

электрона и нормированная таким образом, что за единицу
времени имеет место испускание одного электрона.

Полагая в A5.5) с—>оо, получаем

а = 0.

Формула A5.6) сводится при этом к нерелятивистской форму-
формуле A4.33).

При такой постановке задачи не имеет смысла ставить вопрос
о том, испускается ли оптический электрон в результате непо-

непосредственного взаимодействия с L-электроном или же вначале

имеет место испускание кванта света, который затем поглощается

«нова. Формула A5.6) учитывает оба эти процесса.
В формуле A5.6) не приняты во внимание свойства анти-

антисимметрии волновых функций нерелятивистской квантовой ме-

механики. Можно, однако, получить формулу, которая при с—> оо

будет стремиться к нерёлятивистской формуле, содержащей анти-

антисимметричные волновые функции. Обозначим выражение A5.6)
через | А |2. Оно определяет вероятность того, что L-электрон
перейдет в нормальное состояние при сопутствующем испускании
оптического электрона. Аналогичным образом можно определить
вероятность | В |2 перехода оптического электрона в нормальное
состояние, сопровождающегося испусканием L-электрона. Иско-
Искомое выражение имеет вид

\A-Bf;
оно дает, повидимому, правильное значение числа элек-

электронов, испускаемых при обои! процессах. Это выражение сле-

следует просуммировать по всем возможным конечным состояниям.

Для эффекта Оже аналогичные вычисления были выполнены

Месси и Бургопом [7].

§ 2. Релятивистская трактовка задач теории
столкновений

Возбуждение и ионизация атомов быстрыми электронами
также могут быть исследованы с помощью метода, изложенного

выше [8]. Рассмотрим пучок электронов, падающий на атом во-

водорода, который находится в нормальном состоянии, описываемом
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волновой функцией ^ (г) e~2*l?''/h. Нас интересует вероятность
рассеяния электрона в данном направлении при переходе атома
в возбужденное состояние, характеризуемое волновой функцией

Как и в § 1, взаимодействие между двумя электронами мы бу-
будем трактовать как малое возмущение. В качестве невозмущенной
волновой функции для падающих электронов можно было бы по-

поэтому выбрать волновую функцию, описывающую поток электро-
электронов, рассеиваемых ядром [см. формулу C.23)]. Поскольку v ~с,

e2/hv < 1, эта функция может быть, однако, заменена плоской

волной (при этом мы пренебрегаем величиной (e2/hcJ (см. § 3).
В качестве волновой функции нулевого порядка Хг мы выберем
поэтому плоскую волну, нормированную таким образом, чтобы
за единицу времени через единицу площади поперечного сечения

проходил один электрон, так что

При вычислении вероятности рассеяния мы будем трактовать
атом как заряд, распределенный с переменной плотностью, да-
даваемой формулой [см. A5.1)]

-*? (г) *,(')«? [*'(*/-*>'] A5.7)

при соответствующем определении вектора тока; задача заклю-
заключается в исследовании влияния поля, создаваемого этим зарядом,
на падающий пучок электронов. Для ее решения мы воспользуем-
воспользуемся методом, изложенным в гл. XIV, § 3. Согласно теории, элек-

электроны должны рассеиваться с энергиями, равными W— Ej-\-E\.
При этом к выражению A5.7) не следует добавлять комплексно

сопряженного члена, так как он соответствует электронам, рас-
рассеянным с энергией W— Е-х-\-Е^ превышающей исходную1).

Поле, обусловленное зарядом A5.7), нельзя рассматривать
как поле, создаваемое атомом, во-первых, потому, что вначале

атом находился в своем нормальном состоянии и не излучал, и,

во-вторых, потому, что поле является комплексным.

Воспользовавшись значениями ср и а, приведенными в § 1
[см. A5.3) и A5.4)], с помощью формулы A4.296) находим диффе-
дифференциальное сечение для рассеяния внутри телесного угла do>:

й», A5.8)

где $—волновая функция, комплексно сопряженная волновой

*) В случае, рассмотренном в § 1, конечного состояния с энергией

Wi—JEi + Ef не существует. Поэтому присутствие комплексно сопряжен-
сопряженного члена не меняет значения числа испускаемых электронов.
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функции электрона, движущегося в направлении р^; эта функция
нормирована таким образом, что на единицу объема приходится
одна частица [в теории Шредингера g = exp( — 2r.ipf ¦ r'/h);
вид фуЛкции g в теории Дирака определяется формулой
D.12)].

В нерелятивистской теории для описания столкновения элек-

электрона с атомом водорода следует пользоваться антисимметричной
волновой функцией. В рассматриваемой здесь релятивистской

теории волновая функция для системы в целом не фигурирует;
свойства антисимметрии могут быть, однако, учтены точно таким

же образом, как это было сделано нами в § 1. Формула A5.8),
полученная выше, определяет вероятность рассеяния электрона

внутри телесного угла dm. Если мы заменим в A5.7) функцию
fy(r) гиперболической волновой функцией, описывающей элек-

электрон, испускаемый с импульсом Pj, а в выражении A5.8) заменим

% волновой функцией ty (г) электрона, захваченного в /-состоянии
в атом, то получим вероятность | g (б) |2 du> того, что падающий
электрон захватывается, а атомный электрон испускается. В не-

нерелятивистской теории, учитывая свойства антисимметрии волно-

волновой функции, для вероятности рассеяния внутри телесного угла du>

получаем выражение вида

2l/(8)-g(e)|«rf<o; A5.9)

суммирование производится здесь по всем возможным исходным

и конечным направлениям спина (см. гл. V, § 6). Можно предпо-
предположить, что в релятивистской теории вероятность рассеяния также

определяется формулой A5.9).
Вычислив интегралы типа A5.8) и осуществив суммирование

по всем конечным состояниям, мы можем получить формулы, опре-
определяющие тормозную способность вещества и вероятность первич-
первичной ионизации. Следует, однако, отметить, что в случае первич-
первичной ионизации наиболее существенную роль играют столкнове-

столкновения, при которых импульс падающего электрона изменяется

лишь незначительным образом. При этих условиях для решения
з'адачи можно воспользоваться методом рассмотрения параметров
столкновений. Вильяме [9] показал, что с помощью этого метода

могут быть получены все результаты, приводимые ниже, причем
падающий электрон трактуется как движущийся силовой центр,
а поле соответствует «классической» теории относительности.

Отсюда следует, что экспериментальная проверка этих формул
не представляла бы собой проверки релятивистской квантовой

теории взаимодействия двух электронов. Эта теория дает лишь

формулы, которые не могут быть получены каким-либо другим
способом в тех случаях, когда падающая частица теряет большую
долю своей энергии.
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Соотношения, определяющие тормозную способность и сече-

сечение ионизации, в обозначениях гл. XI, § 3 и 4, имеют вид1).
dT
_

2*е«Д

dx wixfi

<2J c2 J •

Сопоставляя их с соответствующими формулами A1.68) и A1.50),
мы видим, что основное различие между этими релятивистскими

формулами и формулой нерелятивистской теории заключается

в наличии в релятивистских формулах члена —In Г 1 г J . Бла-

Благодаря присутствию этого члена функции dTjdx и Qlni при доста-
достаточно больших скоростях имеют минимум. Для электронов, дви-

движущихся в воздухе, Бете и Ферми приводят следующие значения

dT/dx:

Исходная энергия (в вольтах) 105 106 107 108 109 1010

dT/dx 3,67 1,69 1,95 2,47 2,99 3,48

Экспериментальная проверка этих формул с помощью косми-

космических электронов несколько задержалась в связи с тем обсто-
обстоятельством, что вначале не удавалось различить мезонную и

электронную компоненты излучения. Более поздние опыты Кор-
сона и Броде [11], а также Хазена [12] подтвердили, однако, их

справедливость.
Важно, далее, отметить, что в случае рассматриваемых частиц,

обладающих большими значениями энергии, передача энергии
в значительной степени осуществляется на очень далеких расстоя-

расстояниях. При таких условиях уже нельзя пренебречь возмущающим
воздействием соседних атомов. Этот эффект, впервые отмеченный

Ферми [13], обусловливает уменьшение потери энергии, так что

функция dTjdx, пройдя через минимум, не стремится затем

к бесконечности, но возрастает до некоторого конечного максиму-
максимума. Более подробные данные по этому вопросу можно найти

в оригинальных работах [13, 14].

§ 3. Столкновения между двумя свободными электронами

Метод, изложенный в § 2, впервые был использован Меллером
[8, 15] для исследования вопроса о столкновениях между двумя

свободными электронами. Поскольку влияние одного электрона

на другой трактуется как возмущение первого порядка малости,
точность получаемых результатов та же, что и при применении

г) Эти формулы были выведены Бете и Ферми [10] по методу Меллера,
а также Вильямсом [9] с помощью параметрического метода.
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первого приближения метода Борна. Если поле меняется обратно
пропорционально квадрату расстояния, V = + е2/г, то последо-

последовательные приближения метода Борна соответствуют разложе-
разложению в ряд1) по степеням постоянной 2xe2/hv. Релятивистская
поправка представляет интерес только в«том случае, когда v ~ с;

формула Меллера пренебрегает, таким образом, величиной

2-xe2/hc по сравнению с единицей. Попытка получения более
точной формулы может быть осуществлена лишь в том случае,
если мы примем во внимание потери энергии путем излучения,
так как если некоторая частица, движущаяся со скоростью,

сравнимой со скоростью света, рассеивается на большой угол,
то вероятность потери энергии в форме излучения будет порядка

22А2)/)
Формула Меллера3) для сечения, соответствующего рассея-

рассеянию в угловом интервале от б до b + db, имеет вид

A5.10)
где

о* 2 — (f + 3) sin2 8 Л ю*>-а/2
х = cos б* =т—-М-—( .

,
Y = (l г) >2 + (f — 1) sm2 8 ' V с )

6* — угол рассеяния, отсчитываемый в системе координат, по

отношению к которой центр тяжести обоих электронов остается

неподвижным. Интересно отметить, что, применив метод, из-

изложенный в предыдущих параграфах, и воспользовавшись реля-
релятивистским волновым уравнением второго порядка, не содержа-
содержащим спиновых членов, мы получим ту же формулу, не содер-
содержащую лишь члена

Последний можно, таким образом, рассматривать как обуслов-
обусловленный наличием спина.

При малых углах рассеяния формула Меллера дает следую-

следующее выражение для эффективного сечения, соответствующего

*) Если в качестве единицы длины мы выберем hjlwnv, то уравнение
Шредингера в случае поля, обратно пропорционального квадрату расстоя-
расстояния, приобретает вид

Уравнение Дирака принимает аналогичную форму (ср. [42]).
2) См. § 9. Если сталкивающиеся частицы обладают одинаковыми

массами и зарядами, то дипольный момент равен нулю и вероятность излуче-
излучения значительно меньше.

3) См. [15J, уравнение G4).
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потере энергии в интервале между Q и Q-\-dQ:

Этот результат был предсказан Бором [16] в 1913 г.

Для проверки формулы A5.10) Чемпионом [17] были по-

поставлены специальные опыты. В камере Вильсона было сфото-
сфотографировано 250 треков fi-лучей при начальных значениях v/c
от 0.82 до 0,92. Как это показано в табл. 26, согласие опытных

данных с теоретической формулой является хорошим. Следует,
однако, отметить, что для углов, меньших 30°, «спиновый»,

член A5.11) играет весьма малую роль.

Таблица 26

Число рассеянных электронов
Угол

наблюденное по Меллеру

30°

20—30°

10—20°

10

26

214

13

30

230

С другой стороны, работы Вильямса и Террукса [18] и Вильям-

Вильямса [19] показали, что при о/с ~0,9 и ()~10000 в потеря

энергии почти вдвое больше, чем это следует из формулы A5.12).

§ 4. Образование пар быстрыми частицами

В гл. IV, § 5, были рассмотрены теория позитрона по Дираку
и некоторые следствия, вытекающие из этой теории, поскольку

речь идет об образовании и аннигиляции электронно-позитрон-
ных пар. Быстрая частица с энергией, нревышающей 2^с2, при

прохождении через ядро или другой рассеивающий центр может

вызвать переход электрона из одного из состояний с отрицатель-
отрицательной массой в некоторое другое состояние, в котором его масса

положительна. Этот процесс, приводящий к образованию электро-
электрона и позитрона (дырки в распределении электронов с отрицатель-
отрицательной массой), совершенно аналогичен неупругому столкновению»

при котором исходное состояние «связанного» электрона есть,

одно из континуума состояний с отрицательным значением массы.

Для определения сечения такого процесса можно поэтому вос-

воспользоваться формулой A5.8) при условии, что функции ф, (г)
и ty(r) в выражении A5.7) характеризуют соответственно элек-

электрон в исходном состоянии с отрицательной массой и в конечном

состоянии с положительной массой. Если р_ и р+
—

импульсы

образующихся позитрона и электрона, то <]>,• — волновая функция
теории Дирака для электрона с импульсом —р+ и кинетической



•432 ГЛ. XV. РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ЗАДАЧИ О ДВУХ ЧАСТИЦАХ. ИЗЛУЧ.

энергией — (p+cz + тпРс*I1* в поле рассеивающего ядра, a fy—со-
fy—соответствующая функция для электрона с импульсом р_ и кине-

кинетической энергией (р^с2-\-тас*)Чг. При этом предполагается, что

взаимодействие падающей частицы с электроном является значи-

значительно более слабым, чем взаимодействие каждой из этих частиц

<с рассеивающим центром.
Для того чтобы сечение имело конечную величину, некоторые

из функций % (г'), Xi (r')> 4*i и 4*/ должны быть отличны от плоских

волн. Условие сохранения импульса может выполняться только

в том случае, если имеет место обмен импульсом с рассеивающим

ядром, т. е. если имеет место какое-либо возмущение плоских

волн рассеивающим полем. В первом отличном от нуля приближе-
приближении можно воспользоваться волновыми функциями второго при-
приближения Борна; в нерелятивистском пределе функция $(г)
имеет соответственно вид

A5.13)

где V (/•') — потенциальная энергия, обусловленная наличием рас-

рассеивающего поля; остальные функции определяются выражениями
¦аналогичного вида.

Подробный расчет сечения связан с весьма трудоемкими алге-

алгебраическими вычислениями и в общем виде до сих пор не был

выполнен. Наиболее детальные вычисления этого рода принадле-
принадлежат Баба [20]. Сечение, соответствующее образованию при
столкновении с тяжелым ядром (заряд Ze) столь быстрых элек-

электронов, что у = A —- р2I/2 > 1, приближенно равно

A5.14)

где а — величина порядка единицы. В табл. 27 приведены

Таблица 27

• Сечение Q для образования пар в свинце быстрыми частицами

10

50
100

500

1000

Энергия электро-
электронов (в Мэв)

5

25
50

250
500

Энергия протонов

(в Мэв)

8500
46000

93000
470000

940000

Q(B 10-24 см»)

0,11
0,56

0,9
2,2

2,9

Q/QT

0,004
0,01

0,02

0,05

0,06
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некоторые значения Q, а также значения отношения Q/Qi, где Qi—
сечение образования пары у-лучами, квант которых обладает энер-

энергией, равной полной энергии электрона1). При условии у > 1 чи-

численные данные, содержащиеся в таблице, справедливы также

и для образования пар протонами с тем же значением у, которое

соответствует электронам.

§ 5. Аннигиляция позитронов,
не сопровождающаяся излучением

Позитрон, сталкивающийся с атомом, представляет собой

вакантное состояние, в которое может перейти атомный электрон;

при таком переходе освобождается энергия, превышающая 2тс2.

Эта энергия может быть либо излучена, либо передана вто-

второму электрону, который в результате покидает атом, обладая

при этом большой кинетической энергией. Во втором случае ан-

аннигиляция позитрона не сопровождается, таким образом, излу-
излучением.

Этот процесс представляет собой, по существу, эффект Оже,
и для вычисления его вероятности можно воспользоваться

формулой A5.6), причем функция /f — волновая функция
теории Дирака для электрона с импульсом

— р+ и энергией
— (р2с2-\-т2с*I/2, а р —импульс позитрона. Вероятность такого

процесса очень мала (в свинце в нем принимает участие при-

примерно один из 10* позитронов). Подробно этот вопрос исследо-

исследован в работе Месси и Бургопа [211.

§ 6. Столкновение позитрона со свободным
электроном

Если пренебречь обменными эффектами, то формула Меллера
{15.10) приобретает вид

A5.15)
На первый взгляд, следовало бы ожидать, что эта формула может

быть использована при рассмотрении вопроса о столкновениях

позитронов с электронами, поскольку частицы отличны друг от

друга, и обменные эффекты соответственно не должны иметь места.

Баба [22] указал, однако, что, согласно дырочной теории позит-

позитрона, обменные эффекты должны иметь место также и в этом слу-
случае. Механизм эффектов можно представить себе следующим
образом.

*) См. [-1], гл. IV.

28 Н. Мотт и Г. Месси
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Вначале электрон занимает состояние сц с положительной

массой, а позитрон представляет собой вакантное состояние bi
с отрицательной массой. Пусть после столкновения соответствую-
соответствующие, состояния суть af и bf. Такое столкновение можно рассмат-

рассматривать как столкновение между электроном 1 в состоянии ац и

электроном 2 в состоянии bf с отрицательной массой, в результате
которого либо электрон 1 переходит в состояние df, а электрон2—
в состояние bi, либо электрон 2 переходит в состояние а/, а элек-

электрон 1—в состояние bi. Обменный эффект обусловлен наличием этих

двух возможностей. Этот эффект можно также рассматривать как

обусловленный взаимной аннигиляцией сталкивающихся элек-

электрона и позитрона, сопровождающейся их переходом в другую
пар1 у состояний.

При учете обменного эффекта формула A5.15) приобретает
вид

х [+(тг1)^+т+)т^]()+
^} <15Л6>

При этом, в отличие от случая столкновения между двумя

электронами, обменный эффект перестает сказываться в нереля-

нерелятивистском пределе -{-^-l, как и следовало ожидать, исходя

из анализа природы этого эффекта.
Разница между выражениями A5.15) и A5 16) становится

наиболее существенной при больших углах рассеяния, однако
численное значение отношения между ними никогда не превы-
превышает 2. Для того чтобы подтвердить существование обменного

эффекта, необходимы весьма прецезионные экспериментальные
исследования; соответствующие предварительные измерения были

проведены Хо Ца Веем [23].

§ 7. Столкновение мезона с электроном

Столкновение быстрого мезона с электроном может быть

исследовано с помощью формулы A5.6), причем потенциалы <р и а

соответствуют в этом случае исходному и конечному состояниям

мезона. Получаемый результат зависит от спина мезона, поскольку
взаимодействие этого спина с орбитальным движением и со спи-

спином электрона может играть существенную роль.

Для практических расчетов удобно ввести в рассмотрение
сечение S (Q) dQ, соответствующее потере энергии мезоном в ин-
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тервале от Q до Q-\-dQ, причем Q измеряется в единицах рс2,
где р— масса мезона. Это сечение равно [24]

где

G(Q) = 0 для мезонов со спином 0,- A5.18)
О2

? О(Q) =¦¦

2( г_ 1ч
для мезонов со спином V2, A5.19)

для мезонов со спином 1. A5.20)
В этих формулах a = m/\i, a Qm — максимальное значение Q,
равное

2(l)

Наибольший интерес представляет случай мезона со спином 1;
впервые он был исследован Месси и Корбеном [24]. В предельном

релятивистском случае, когда aQ > 1, сечение S (Q) для вектор-

векторных мезонов (спин 1) в-^aQ раз больше, чем для мезонов со спи-

спином V2- Это обстоятельство должно было бы привести к значи-

значительному избытку быстрых электронов, появляющихся в резуль-
результате столкновений с мезонами с очень большими энергиями.

Образование ливней мезонной (проникающей) компонентой косми-

космических лучей в первую очередь, повидимому, обусловлено либо
появлением таких электронов, либо появлением больших квантов

энергии в результате тормозного излучения, даваемого мезоном

при прохождении через ядро. Вначале последним эффектом пре-
пренебрегали; при этом было найдено [25], что теоретическое значение

вероятности образования ливня проникающей компонентой косми-

космического излучения находится в согласии с опытными данными,

если скорость образования быстрых движущихся в продольном
направлении электронов вычислена по формуле A5.20). Отсюда
было сделано заключение, что мезоны обладают спином, рав-
равным 1. В дальнейшем было, однако, найдено [26], что эффект,,
которым пренебрегали, является более существенным, чем иссле-

исследуемый; в настоящее время есть основания [26, 27], хотя и да-

далекие от вполне достоверных, предполагать, что мезонам, наблю-

наблюдаемым вблизи уровня моря, может быть приписан спин, мень-

меньший единицы.
Возникает также существенный вопрос о пригодности метода

Меллера в том случае, когда спиновые эффекты столь велики. Для
ответа на этот вопрос естественно исследовать рассеяние вектор-
векторных мезонов статическим кулоновым полем, не прибегая при
этом к каким-либо приближениям.

28*
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§ 8. Рассеяние векторных мезонов статическим полем

Для рассеяния статическим кулоновым полем заряда Ze при-
приближение Борна дает результат, который может быть получен
из предыдущего, если мы положим а—>0. Дифференциальное
сечение определяется при этом формулой вида

Эту формулу можно сопоставить с соответствующей формулой,
полученной в гл. IV, § 4, для частицы со спином Уг? в которой
выражение, заключенное в скобки, заменено выражением вида

В последнем случае учет спина приводит к наличию члена, кото-

который остается конечным в пределе при ь —> с, тогда как для вектор-
векторного или псевдовекторного мезона при ь —* с соответствующий
член неограниченно возрастает.

Справедливость этого результата вызывает сомнение при

исследовании задачи о рассеянии без использования приближения
Борна. Впервые это было отмечено Корбеном и Швингером [28]
и Таммом [29], применившими уравнения Прока для векторного
мезона. В этом случае оказывается возможным разделить радиаль-
радиальные и угловые координаты. При заданном значении полного

момента количества движения [/(/ + 1)]1/2Й радиальное движение
мезонов с /==/, где [l(lJrl)]1^% — орбитальный момент количе-

количества движения, описывается обычным уравнением Клейна—

Гордона для частицы массы (J. со спином 0. Для мезонов с ?.= /il
радиальное движение описывается совокупностью двух уравнений
второго порядка. В случае кулонова поля решения этих уравне-
уравнений обладают существенно особой точкой в начале координат, что

не дает возможности получить полный ряд собственных решений,
необходимых для исследования задачи о рассеянии. В настоящее

время еще не ясно, в какой степени интенсивность рассеяния

должна зависеть от способа устранения этой особой точки. До
тех пор, пока этот вопрос не будет разрешен, справедливость

формул A5;21) и A5.20) должна оставаться под сомнением.

Подробная формальная теория вопроса о рассеянии векторных
мезонов статическим полем V (/•) была дана Гунном [30] на основе

рассмотрения асимптотических значений фаз различных пар-
парциальных волн в предположении, что собственные решения задачи

существуют. Полученные при этом соотношения дредставляют
Собой .": естественное обобщение соотношений, приведенных в

гл. V, § 4, для рассеяния электронов пб Дираку,
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§ 9. Вывод формул теории излучения по методу Берна

Мы покажем теперь, как метод, описанный в гл. VIII, § 3 и 4,
и примененный к исследованию различных явлений, связанных

со столкновениями, не сопровождающимися излучением, может

быть использован также и для исследования явлений излучения.

Будучи менее удобным для этой цели, по сравнению с методами,

изложенными в гл. XIV, он приводит тем не менее к точно таким

же конечным результатам.
Процесс излучения некоторой частицей при столкновении

формально можно рассматривать, как обусловленный взаимодей-
взаимодействием между этой частицей и полем излучения. Поле излучения
может быть описало некоторым распределением гармонических

осцилляторов, квантованных обычным образом. Излучение кванта

с частотой v вызывается возбуждением осциллятора, обладающего

указанной частотой, из его основного состояния в первое воз-

возбужденное состояние.

Рассмотрим излучение, содержащееся в некоторой полости

большого объема V. Число квантов с частотами в интервале между
v и v + rfv равно

dN =— Fv2dv. A5.22Y
С

Вектор-потенциал, связанный с излучением частоты vs, может

быть записан в виде

A5.23)

где а8, вх— два взаимно перпендикулярных единичных вектора,
» Ps— фазовый угол. Множитель as(t), зависящий от времени,
может быть найден с помощью оператора Гамильтона [31 ]

где .

us = f^-j
2

qs, us = (^r-\
2

ps. A5.25)

Эти соотношения могут быть использованы как основа для.

квантования, поскольку оператор Гамильтона для излучения
имеет вид

Соответствующее волновое уравнение

(#! —Е)ф = О A5.26)
будет обладать собственными решениями

фпх па.. .ns...
= <рП1 (9i) <fn2 Ы • • • ?ns (g,)- ¦', A5.27)
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где 9ns(?s) — собственное решенир уравнения для гармонического
осциллятора, обладающего частотой vs и энергией

Яя, = (п. + 4)Ау«- A5.28)

Состоянию, характеризующемуся функцией A5.27), соответ-

соответствует, таким образом, ns квантов с частотой vs.

При наличии каких-либо частиц полный оператор Гамиль-
Гамильтона может быть записан в форме

H = H1 + HZ+ H3, A5.29)

где Н2— оператор Гамильтона для частиц, учитывающий стати-

статическое взаимодействие между ними. Оператор Н3 характеризует
взаимодействие между частицами и излучением. Для того чтобы
найти Н3, отметим, что при нерелятивистских условиях взаимо-

взаимодействие описывается выражением вида

V Г ei к
У, —"ггтА
i

где pj —импульс, е{ — заряд, а гщ
— масса i-й частицы. Мы

Можем записать

н*= -\jf) 2 2 ^а*
• Piff-s

г s

^ ^7as
• argsgvsinYssinyr, A5.31)

i 6- г

где

T.=^r(«.-') + P- A5-32)

Определим теперь, в порядке иллюстрации, вероятность того,
что рассеяние некоторой частицы массы тп статическим полем

V(r) будет сопровождаться испусканием кванта излучения..
Обозначим через

/F, <р;а, Р;\)du>dQdv A5.33)

вероятность того, что частица окажется рассеянной в направле-
направлении F, ср) внутри телесного угла du> после испускания кванта

света с частотой в интервале между v и v-f-dv, электрический
вектор которого обладает направлением а, р внутри телесного

угла dQ.

Уравнение Шредингера может быть записано в форме

г,р)—Е] V = 0. A5.34)

Мы можем теперь воспользоваться непосредственно форму-
формулой G.32), ,

заменив в ней V(r, го, гь) на V(r) — H3(qs, г, р),
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% на фшСб'ОТпгС^г) ¦ ¦ • ?ns(?s) (что соответствует наличию

пъ пг, ..., ns, ... квантов с частотами vb v2, ..., vs, ... в исход-

исходном состоянии), % на срП1 (дг) ср„2 (д2) ... <pns+1 (qj) ... (в соответ-

ствии с пъ п2, ..., ns+i. • • • квантами с частотами Vi, v2, ..., v8, ...

в конечном состоянии), dxadzb на JJdgs. Функции Fo и ^п
S

удовлетворять уравнениям

]'о. &» = (), A5.35)

так как в этом случае

X|<p»I|2|?n2i2...|<P»s|2---^i^2---^s...=F(/-) = Fnn. A5.36)

Используя хорошо известный результат для волновых функций
осциллятора, согласно которому

со

A5.37)
—oo

имеем

[V (г) — Hs (qs; r, p)] <pns (^s) <p*s+i (qs) dqs =

A5.38)

Выясним теперь, какова роль отдельных осцилляторов с ча-

частотами v8 при определении величины /(б, ср; а, C; v). Поскольку
имеется всего 8тс Fvjj dvs/c3 таких осцилляторов и полагая ns

— 0,
дааходим

grad/?„(/•', 6')dt' |*dv. A5.39)

Множитель Л обозначает здесь усреднение по фазам ps.
При вычислении этого выражения отметим прежде всего,

•что размеры области, в которой произведение %п на Fo заметно

отлично от нуля, не превышают исходного или конечного зна-

значения длины волны рассматриваемой частицы. Эта длина волны

-обычно значительно меньше длины волны испускаемого излуче-

излучения, так что в рассматриваемой области величину ys можно

•считать постоянной. Усреднение по фазам % эквивалентно

поэтому просто умножению на }/2 и опусканию множителя

•sin Ys-
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Если мы предположим, что произведение F0^n убывает
быстрее, чем г'2, то интегрирование по частям дает

, grad Fo dx = 1 ^ (&, grad i?0 - Fo grad &,) rfx =

-JF0V»&,)(fc. A5.40)

Используя уравнения A5.35), которым подчиняются функции/^
и t5»> и учитывая, что

Z.2 7,2_л ¦

лп — h '

имеем окончательно

r*dF0 dr =^p $ rgnJPodx. A5.41)

В рассматриваемом случае- произведение -Р0$п не должно

убывать быстрее, чем г~2, однако можно воспользоваться пре-

предыдущим результатом, вводя к подинтегральную функцию мно-

множитель сходимости е~хт и полагая после интегрирования X—>0»
Мы находим при этом, что

/F, <р; а, Р; v)dv =

я.-lim^ r'e-^ft^r',*-в)F0(r',V)dh*ca к
_^

A5.42>
Интегрируя по всем направлениям испускания и поляризации
излучаемого кванта, получаем

/(б, iy; v)dv = —otft— \y \Mx\2 + y \My |2-f|lTj2 j dv, A5.43)

где

A5.44)

Это —обычная формула, используемая, например, Зоммерфель-
дом [32], Шерцером [33] и Мауе [34] при исследовании интен-

интенсивности непрерывного рентгенова спектра.
Если падающая и рассеянная частицы обладают большими

скоростями, однако не столь большими, чтобы при этом необхо-

необходимо было учитывать релятивистские эффекты, то можно восполь-

воспользоваться методом Борна (гл. VII, § 1), который дает во втором

приближении
f ^ рШю-r

2™ С V (г'\ ехР(^1г~r'D pikz' ,7Т' /15 45\

Функция ^п определяется выражением аналогичного вида, с той

разницей, что к, п0 заменено на кп, п. Для того чтобы результат
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имел конечное значение, эту задачу следует решать, во втором

приближении.
Аналогичный метод может быть использован также и при рас-

рассмотрении других вопросов теории излучения. Исследуемые про-
процессы могут быть при этом классифицированы как процессы пер-

первого, второго или более высоких порядков, в соответствии с тем,

должны ли быть учтены члены первого, второго или более высоких

порядков при применении метода последовательных приближений
Борна для получения конечного результата. Таким путем можно

показать, что этот метод полностью эквивалентен обычно при-

применяемому методу Дирака, основанному на варьировании пара-
параметров при наличии возмущений, зависящих от времени.
С подробным изложением этого метода и его приложениями чита-

читатель может ознакомиться по книге Гайтлера [1].

§ 10. Влияние радиационных сил на ядерное рассеяние

Если мы применим формулы A5.43), A5.44) и A5.45) к елу-
чаю рассеяния электрона кулоновым полем V (г) = — Ze2/r, то

дифференциальное сечение для рассеяния электрона в заданном

элементе телесного угла du>, сопровождающегося испусканием
кванта с частотой в интервале от v до v -)- dv, определится выраже-
иием вида [35]

^^^/.(e,<p)*o, A5.46>
где

9

есть дифференциальное сечение упругого рассеяния, р ж р' —

исходное и конечное значения импульса электрона.

Очевидно, что если мы проинтегрируем сечение A5.46") вплоть

до значения частоты, равного нулю, то получим логарифмическж
расходящееся выражение. Впервые эта трудность была проанали-
проанализирована Блохом и Нордзиком. При этом было установлено, что

при ризких частотах метод теории возмущений, развитый в пре-

предыдущем параграфе, становится совершенно непригодным. При
применении этого метода взаимодействие между электроном и

излучением предполагается малым и описывается путем разло-
€2 V2

жения в степенной ряд функции г--^ lnB?/Av), где Е— энергия

электрона; очевидно, что при малых значениях v такой метод
описания взаимодействия становится неприемлемым. Блох и

Нордзик [36] предложили для этого случая иной метод решения
задачи, при котором взаимодействие между электроном и полем

излучения уже не предполагается малым, а возмущением является

рассеивающее поле. При такой постановке задачи, развитой
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в дальнейшем Паули и Фирцем [37], логарифмическая расходи-
расходимость при малых v уже не имеет места, но вместо этого появляется

расходимость в предельном случае очень высоких частот: Причина
этой расходимости была исследована Браунбеком и Вейнманном

[38]. Вычисление выражения A5.46) в следующем приближении
приводит к появлению поправочного члена, обусловленного на-

наличием поля излучения. Этот член можно рассматривать как

соответствующий процессу испускания и вторичного поглощения
виртуального кванта электроном в присутствии ядра. Поправка
к /0(9, «р), обусловленная виртуальным квантом с частотой, лежа-

лежащей в интервале между v и v + dv, равна

В предельном случае v = 0 присутствие этого члена устраняет
расходимость выражения A5.46). С другой стороны, поскольку рас-
рассматриваемые кванты являются виртуальными, верхнего предела
изменения частоты v не существует, и поправочный член расхо-
расходится при V—>оо. Можно было бы возразить на это, что реляти-
релятивистские соображения должны были бы изменить вид функции
A5.47) при больших значениях частот; Данков [39] показал,

однако, что в релятивистской теории расходимость устраняется
лишь для частиц с нулевым спином. Этот результат был распро-
распространен на случай электронов Льюисом [40], показавшим, что рас-
расходящиеся члены, полученные в этом случае Данковым, в действи-
действительности обусловлены бесконечным значением электромагнитной
массы и могут быть устранены путем перенормировки последней.

Поправка 8/0 к упругому сечению при этом оказывается столь

малой, что ею можно пренебречь, так что для нерелятивистских

условий
Sh4е» |р'

_

-р|» 1

Io
"~

ЗЛе w2c2 E *

где к есть 0A), а Е— исходное значение кинетической энергии

электрона. Исследования Швингера [41] в области квантовой

электродинамики показали, что также и в ряде других случаев
конечные члены, обусловленные взаимодействием с полем излуче-

излучения, могут быть отделены от расходящихся членов, связанных

с бесконечным значением собственной энергии.
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